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RESUMO

Nesse trabalho estudamos a existéncia de solucdo e estabilidade exponencial
de dois sistemas de Timoshenko que foram obtidos do sistema original proposto em [25, 26].
Motivados por [3], iniciamos com um sistema de Timoshenko termoeldstico com condi¢des de
fronteira do tipo Dirichlet ou Dirichlet-Neumann em que, usando a teoria de semigrupos linea-
res, garantimos existéncia de solucdo e a estabilidade exponencial do sistema. Posteriormente,
estudamos o sistema de Timoshenko viscoeldstico com condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet
para o qual a estabilidade exponencial foi obtida utilizando-se o método de energia de acordo
com [14].

Palavras-chave: Sistemas de Timoshenko, estabilidade exponencial, semigrupos lineares.



VIEIRA, Suellen Aparecida Greatti. SOLUTION EXISTENCE AND EXPONENTIAL STA-
BILITY OF VISCOELASTIC AND TERMOELASTIC TIMOSHENKO SYSTEMS. 2018.
132. Dissertacdo (Mestrado em Matemadtica Aplicada e Computacional) — Universidade Esta-
dual de Londrina, Londrina, 2018.

ABSTRACT

In this work we study the existence of solutions and the exponential stabi-
lity of two Timoshenko systems that were obtained from the original system first introduced in
[25, 26]. Motivated by [3], we start with a termoelastic Timoshenko system with boundary con-
ditions of the Dirichlet or Diriclet-Neumann type, in which using the linear semigroup theory
we guarantee the exponential stability of the system. Subsequently, we studied the viscoelastic
Timoshenko system with Dirichilet boundary conditions in which the exponential stability was
obtained by using the energy method according to [14].

Keywords: Timoshenko systems, exponential stability, linear semigroups.
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LISTA DE SIMBOLOS

Q subconjunto do R™ aberto

I subintervalo de R aberto

X fecho do conjunto X

K corpo R dos nimeros reais ou o corpo C dos nimeros complexos
C(Q) espaco das fun¢des continuas [ : Q@ — R

CI(Q) espaco das fungdes f : 2 — R diferencidveis até a ordem j

C>(Q) espaco das funcgdes f : {2 — R infinitamente diferencidveis

C(Q) espaco das fungdes de C'*°(€2) com suporte compacto

LP() espago LP(€2) usual

L3(Q) espago das fungdes em L*(2) que possuem média nula

WmP(Q) espaco de Sobolev usual

H™(Q) espago W™P(Q)) parap = 2

HL(Q) espago das fungdes em H'(Q2) que possuem média nula

L(X) espago dos operadores lineares limitados A : X — X

1 operador identidade

D(A) dominio do operador A

p(A) conjunto resolvente do operador A

o(A) espectro do operador A

supp(o) suporte da fungédo ¢

-l norma usual em L?((Q)

Iy norma em HY(T) dada por [y = Jul3aqr + a2,

Iy norma em H2(1) dada por [y = Jul2aqsy + Nt + e 30
I e norma em £ (X ) dada por || A| z(x) = sup { ||!1|1$|||)|(X r€ Xex # 0}
|- llpcay norma do grifico em D(A) C X dada por ||U||pa) = |[|U]||x + [|AU||x
- lloe norma em C'([a, b]) dada por || f||ee = sup{|/f(2)]; z € [a, 0]}

i unidade imagindria

z conjugado do nimero complexoz

Re(z) parte real do nimero complexo z

Im(z) parte imagindria do nimero complexo z

— imersdo continua

— imersdo compacta



12

1 INTRODUCAO

O sistema de Timoshenko € um modelo de sistema de equagdes diferenciais
parciais que descreve o comportamento de uma viga. Em sua forma original, proposta por

Stephen Prokofievich Timoshenko, [25, 26], suas leis constitutivas sdo dadas por
pApy =Sy € ply = M, — S, (L.1)

em que
S=KGA(p,+v¢) e M=FEI, (1.2)

denotam a tensao de cisalhamento € 0 momento de flexdo de uma barra de comprimento L > 0,

respectivamente. Dessa forma, substituindo (1.2) em (1.1), obtemos o seguinte sistema

P1Ptt — k(‘ﬁx + Q/J)x = 0, (13)

onde foram usadas as nota¢des p1 = pA, po = pl, k = K'GAeb = EI. Além disso, ¢
representa o deslocamento transversal e 1) representa o angulo de rotacao no tempo ¢ > 0 e na
posicdo = € [0, L], p é a densidade de massa, K’ é o fator de cisalhamento transversal, A e [
sdo a drea e 0 momento inercial de uma secdo transversal, respectivamente, G' denota o médulo
de cisalhamento e £ denota o médulo de Young.

Para obtermos os problemas termoeldstico e viscoelastico estudados neste tra-
balho, foram feitas algumas modifica¢des na tensdo de cisalhamento e no momento de flexdao
dados em (1.2), como veremos a seguir.

Seguindo a literatura existente em termoelasticidade, podemos citar, por exem-
plo, [2, 10, 18], na primeira parte deste trabalho vamos considerar as seguintes leis termoelasti-
cas:

S =KGA(py+1)—mb e M =FEIp, — o, (1.5)

onde 6 e v representam diferengas de temperatura a partir de um ponto de referéncia fixo da
viga com coeficientes de acoplamentos ndo negativos m e o.

Observe que quando m = o = 0 temos o0 caso isotérmico € recuperamos
as leis termoeldsticas padroes (1.2). Neste caso, obtemos o sistema de Timoshenko (1.3)-(1.4).
Para esse sistema, um primeiro resultado obtido por [24] afirma que o sistema (1.3)-(1.4), sujeito
a um amortecimento por friccdo 5, com 3 > 0 é exponencialmente estdvel se, e somente se,

tivermos as velocidades de propagacao de ondas iguais, ou seja,

E—ﬁ =0. (1.6)
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O caso em que m = 0 e ¢ > 0 foi considerado em [10, 18], onde mostraram

que o sistema

prpw — k(pz + ). = 0, (1.7)
,047915 - 0179:(393 + Uw:ct = 07 (19)

com condi¢des de fronteira Dirichlet-Neumann dos tipos

€ exponencialmente estavel, desde que (1.6) ocorra.

Jaocasom > 0e o = 0 foi proposto em [2], onde o sistema de Timoshenko

obtido é
prow — k(ps + 1), +mb, = 0, (1.10)
PBQt - C()sz + m((pmt + ¢t) = 0. (112)

Foi provado que o sistema (1.10)-(1.12) com condi¢do de fronteira Dirichlet-
Neumann do tipo

¢ =1thy =06, =0, (1.13)

¢ exponencialmente estavel se tivermos as velocidades de propagacdo de ondas iguais. Caso
as velocidades de propagacdo de ondas sejam diferentes, provou-se que o sistema (1.10)-(1.12)
com a condi¢do de fronteira (1.13) ou com condicdo de fronteira do tipo Dirichlet decai polino-
mialmente.

Dessa forma, observamos a importincia de se assumir velocidades de propa-
gacdo de ondas iguais no estudo de estabilidade exponencial dos sistemas citados. Mas essa
suposi¢do faz sentido apenas do ponto de visto matematico, pois como mostra [22, 17], temos
situacdes em que fisicamente as velocidades de propagacio ondas ndo sdo iguais.

Diante disto nosso objetivo foi fazer um estudo detalhado dos resultados apre-
sentados em [3], onde foi estudado as leis térmicas no sistema todo, ou seja, foi considerado o

caso nao-isotérmico m, o > 0 e, usando a lei de Fourier em cada tensdo, obteve-se de (1.1) e
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(1.5) o seguinte sistema termoelastico Timoshenko:

prpse — k(x +9)s + mb, = 0 em (0,L)x (0,00),  (1.14)

P2y — bbye + k(e +) —mb+09, = 0 em (0,L) x (0,00), (1.15)
p30; — cobue + Mo +1) = 0 em (0,L) x (0, 00), (1.16)

pady — 10pp +0thyy = 0 em  (0,L) x (0,00), (1.17)

com condig¢des iniciais

(p(l’,O) = 900(‘73)7 90t<x7 0) = 901<I>>
¢($70) = ¢0(5L‘)7 ¢t(xa 0) = 77/)1(ZL’), (1.13)
0(z,0) = Op(x), V(z,0) =Jo(x),

para z € (0, L) e condigdes de fronteira

©(0,t) = p(L,t) =¢(0,t) = (L, t) =0(0,t) = 6(L,t) =9(0,t) =9I(L,t) =0, (1.19)
parat > 0, ou condi¢des de fronteira de Dirichlet-Neumann
2(0,8) = ¢u(L; 1) = $(0,8) = (L, t) = 0(0,) = O(L, 1) = 0.(0,1) = (L, 1) =0, (1.20)

parat > 0, onde usou-se a lei de Fourier para considerar as equacdes do calor acopladas (1.16)
e (1.17). Nesse caso, ¢y, c; > 0 representam a condutividade térmica e p3, p4 > 0 sdo constantes
dependendo das propriedades do material.

Através da teoria de semigrupos lineares garantimos a existéncia e unicidade
da solugdo do problema (1.14)-(1.18), com condi¢des de fronteira (1.19) ou (1.20), bem como
sua estabilidade exponencial, sem assumir a igualdade de velocidades de propagacdo de ondas.

Na segunda parte deste trabalho, baseados em [11, 14], consideramos as se-

guintes leis:

S = Kt )=k [ a)eat vt - s
0
M = b, — b/ g2(8),(t — s)ds, (1.21)
0
em que, substituindo (1.21) em (1.1), obtemos o seguinte sistema:

P11 — k(e + P)o + E /0 01(5) (90 + ©)alt — 5)ds = 0, (1.22)

p2¢tt - quz):c:r: + b/ooo 92(5)¢zx(7§ - S)dS + k(@x + ¢) —k /OOO g1 (5)(9096 + ¢)(t - S)dS = 07 (123)

em (0, L) x (0,00).
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Observe que no caso em que g; = g2 = 0, obtemos as leis constitutivas
originais do sistema de Timoshenko.
Considerando g; = 0 e go # 0 em (1.21) e supondo que existem constantes
ko, k1, ko > 0 tais que
—kogs < gy < —k1g2 e |gy| < kago,

onde g» € uma func¢do positiva, diferencidvel e decaindo exponencialmente, mostrou-se em [19]
que o problema (1.22)-(1.23) decai exponencialmente desde que seja valida (1.6). Verificou-se
ainda que se ndo tiver a igualdade de velocidade de propagacdo de ondas, entdo o problema
decai polinomialmente.

Um outro resultado dado em [12], também garante a estabilidade exponencial
do problema (1.22)-(1.23) desde que se considere a igualdade de velocidade de propagacao de
ondas, e suponha que g; = 0 e que g, satisfaca

go € CYRT)NLY(RY), g2>0, gy <0, g§ € L*(RT)

Gh(s) +0ga(s) SO Vs € R e gh(s)+ Mga(s) =0 Vs > so,

paraalgum 0 < 6 < M e sy > 0.

Novamente, observamos a importancia de se assumir (1.6) no estudo da esta-
bilidade exponencial desses sistemas citados.

Estimulados por este fato nosso segundo objetivo foi fazer uma apresentacdo
didética do trabalho [14], ou seja, estudar a existéncia e estabilidade exponencial da solu¢do do

sistema (1.22)-(1.23) com condicdes iniciais

p(x,5) = po(x,5), ¢e(2,0) = p1(x) := po(z, 1) [= 0,
¢(£U, S) = ¢0<J;7 S)a ¢t<x’ 0) = 77/11(1’), = 8%/)0(!3, t) |t: O, (124)

paraz € (0,L),s < 0, e condigdes de fronteira
©(0,t) = @(L,t) =(0,t) = (L, t) =0, t>0. (1.25)

Para isto assumiremos ¢y, g» € L'(RT) N C*(R™), ambas ndo nulas e satisfa-

zendo as hipéteses

g(s) <0< gi(s) e gh(s) <0< go(s), VseRT, (1.26)

1>ag:= / g1(s)ds >0, 1>1by:= / ga(s)ds > 0, (1.27)
0 0

a; = E_I}égl(‘S) <00, b= E_I}(l)gz(s) < o9, (1.28)

91(s) < —0g1(s), ga(s) < —dga(s), paraalgum 4 >0, (1.29)

g1(s) < ~vga(s), paraalgum ~ > 0. (1.30)



16

Nosso trabalho esta estruturado da seguinte forma. No Capitulo 2, relembra-
mos algumas defini¢des e resultados de Andlise Funcional, Espagos L?(€2), Espagos de Sobolev
e teoria de Semigrupos Lineares, que serdo utilizados ao longo do texto. O objetivo deste ca-
pitulo é apenas relembrar tais resultados e por isso ndo apresentaremos suas demonstracoes,
porém estas podem ser facilmente encontradas nas referéncias citadas.

No Capitulo 3, abordamos o problema (1.14)-(1.18) com condig¢des de fron-
teira (1.19) ou (1.20). Mais precisamente, na Subsecao 3.1.1 garantimos a existéncia e unicidade
do problema (1.14)-(1.18) com as condic¢des de fronteira (1.19), na Subse¢do 3.1.2 garantimos
a existéncia e unicidade de solucdo do problema (1.14)-(1.18) com as condicdes de fronteira
(1.20) e na Sec¢do 3.2 mostramos que a solu¢do decai exponencialmente independente da con-
dicdo de fronteira considerada. Para obtermos todos estes resultados faremos uso da teoria de
semigrupo lineares.

No Capitulo 4, apresentamos o problema (1.22)-(1.25), onde na Secdo 4.1
garantimos a existéncia de solugdo utilizando a teoria de semigrupos lineares e na Se¢do 4.2

obtemos o decaimento exponencial desta solu¢ao utilizando o método de energia.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos algumas definicdes e resultados importantes de
Analise Funcional, Espacos L”, Espacos de Sobolev e de Semigrupos Lineares que serdo utili-
zados ao longo desse trabalho. O objetivo desse capitulo € apenas relembrar tais resultados, de

modo que suas demonstragdes podem ser facilmente encontradas nas referéncias citadas.

2.1 DEFINICOES E RESULTADOS AUXILIARES DE ANALISE FUNCIONAL

Nessa secao denotaremos por K o corpo dos nimeros reais R ou dos nimeros

complexos C.

Lema 2.1. (Desigualdade de Young) Sejam a e b constantes ndo negativas e 1 < p,q < oo tais

que — + — =1, entdo
P
ab < ¢ + —.
p q
Demonstragdo. Ver [15], Lema 2.2.1, pagina 28. 0
1 1
Observacao 1. Os nimeros p e ¢ que satisfazem — + — = 1 s@o chamados de expoentes
p 4q
conjugados.

Lema 2.2. (Desigualdade de Young com €) Sejam a e b constantes ndo negativas. Entdo, dado

e > 0 vale que
1
ab < ea® + —b?
4e
Demonstragdo. Basta observar que (2ea — b)? > 0. O

Defini¢do 2.3. Seja X um K-espaco vetorial. Uma norma em X é uma fungdo ||.|x : X — R*

tal que
i) ||lz]|x =0 2z =0.
i) |ax|x = |af||z]x,Vz € X,Va € K.
iii) ||z +yllx < lzlx + lyllx, Vo,y € X.
Chamamos o par (X, ||.||x) de espago vetorial normado.

Definicao 2.4. Sejam X um espago vetorial normado e |.||1 e ||.||2 duas normas em X. Dizemos

que ||.||1 € equivalente a ||.||2 quando existem constantes Cy > 0,Cy > 0 tais que

Cillzlls < [[zll2 < Callzfly, Vo € X.
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Definicao 2.5. Seja X um espaco vetorial normado. Uma sequéncia em X é uma fungdo
z : N — X a qual denotamos por z(n) = x, e (N) = (2,)nen. Uma subsequéncia de

(Tn ) nen € uma restricdo x|y — X da fungdo x a um subconjunto infinito N' C N.

Definicao 2.6. Seja (,)nen uma sequéncia em um espago vetorial normado X. Dizemos que

Tn)nen € limitada se existe M > 0 tal que
( ) € q
H%HX < M,Vn € N.

Definicao 2.7. Seja (x,,)nen uma sequéncia em um espago vetorial normado X. Dizemos que

(Zn)nen € convergente em X quando existe x € X satisfazendo:
Ve > 0,3ng € N tal que ||z, — x||x < €,Vn > ny.

Definicdo 2.8. Seja (,)nen uma sequéncia em um espago vetorial normado X. Dizemos que

(Zn)nen € de Cauchy em X se
Ve > 0,3ng € N tal que ||z, — x,||x < €,Ym,n > ny.

Definicdo 2.9. Dizemos que o espago vetorial normado (X, ||.||x) é um espaco de Banach

quando toda sequéncia de Cauchy em X é convergente em X com respeito a norma ||.|| x.

Definicao 2.10. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Dizemos que um operador
T :X — Y élinear quando

T(ax+y) =aT(z)+ T(y),Vr,y € X,Va € K.

No caso em que Y = K, dizemos que I’ é um funcional linear.

Definicao 2.11. Sejam X e Y espacos vetoriais normados e T' : X — Y um operador linear.

Dizemos que T' é limitado quando existe C' > 0 tal que
IT(2)|ly < C|z|x,Vr € X.

Notacdo 1. Denotaremos por £(X,Y") o conjunto dos operadores 7" : X — Y que sdo lineares
e limitados. Quando Y = X denotaremos £(X,Y’) por £(X). No caso em que Y = R
denotaremos L£(X,Y") por X'.

Observacdo 2. O espago £(X,Y") é um espaco vetorial normado com a norma

T
HTHL(X,Y) = sup {M,x ceXex# O}.
[E1PY
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Definicao 2.12. Sejam X e Y espacos vetoriais normados e T' : X — Y um operador linear.

Dizemos que T é continuo em a € X se
Ve > 0,30 > 0; ||z —allx <0=|T(x) —T(a)|ly <e.

Teorema 2.13. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados e 'T' : X — Y um operador

linear. Entdo T ¢ limitado se, e somente se, T é continuo.
Demonstragdo. Ver [16], Teorema 2.7-9, pagina 97. [

Definicao 2.14. Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear T' : X — Y é dito
compacto se para toda sequéncia limitada {x, }nen C X existe uma subsequéncia {x,} jen tal

que {T'(v,,)}jen converge em'Y'.

Definicdo 2.15. Seja X # {0} um espago vetorial normado complexoeT : D(T) C X — X
um operador linear. Um valor regular \ de 'T' é um niimero complexo tal que

1. Existe o operador (T — \I)~".

2. (T — XI)™' é um operador linear limitado.

3. O dominio de (T — \I)~! é denso em X.

Definicao 2.16. Definimos o conjunto resolvente de T’ como sendo o conjunto
p(T) = {\ € C; X évalor regular de T'}.

O conjunto o(T') = C — p(T') é chamado de espectro de T.

Definicao 2.17. Sejam X e Y dois C—espagos vetoriais. Uma aplicagdo a : X xY — Cé

chamada de forma sesquilinear se satisfaz:
i) alr+y,z) =a(r,z) +aly,z),Ve,y € X,Vz €Y,
i) a(x,y + z) = a(x,y) + a(x, z),Vor € X,YVy,z €Y,
i) a(az,y) = aalz,y),Ve € X,Vy € Y,Va € C,
) a(z,ay) =aa(z,y),Voe € X,Vy € Y,Va € C.

Definicao 2.18. Seja X um C-espaco vetorial. — Dizemos que a forma sesquilinear

a: X x X — C éum produto interno se

i) a(z,y) =a(y,x), Yo,y € X,

ii) a(x,z) € Rea(z,z) > 0,Vx € X,
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ii) a(z,z) =04 2 =0.
Notacao 2. Denotaremos um produto interno em X por (-, ) x.

Definicao 2.19. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Dizemos que a aplicacdo

a: X — Y éantilinear quando
alax +y) =aTl(x)+ T(y),Ve,y € X,Va € C.

Definicao 2.20. Seja X um espago vetorial normado. Dizemos que uma forma sesquilinear
a: X xX—Ké

i) continua se existe uma constante Cy > 0 tal que

la(u, v)] < Cllullxllvllx,  Vu,veX.
ii) coerciva se existe uma constante Cy > 0 tal que

Re(a(v,v)) > Cyllv]|%, Vv e X.

Definicao 2.21. Sejam X um espaco vetorial e (-, -)x um produto interno em X x X. Dizemos

que a norma em X definida por ||z||x = +/(z,x)x provém do produto interno (-,-)x.

Definicdo 2.22. Seja (X, ||.||x) um espagco de Banach. Dizemos que X é um espago de Hilbert

quando a norma ||.||x provém do produto interno.

Teorema 2.23. (Lax-Milgram caso complexo) Seja a : H x H — C uma forma sesquilinear
continua e coerciva no espaco de Hilbert H. Entdo, para cada funcional antilinear continuo f

sobre H, existe um tinico z € H tal que

Demonstragdo. Ver [7], Corolario 6.6.2, pagina 595. [

Definicao 2.24. Sejam X e Y espacos de Banach com'Y C X. Dizemos que Y estd imerso
compactamente em X quando a aplicacdo inclusdoi : Y — X é compacta em Y. Denotaremos

a imersdo compacta de Y em X porY < X,

Definicao 2.25. Um espaco normado X é chamado de reflexivo quando a aplicacdo candnica

cC: X — X’

T = gz

é sobrejetora, onde g, : X' — K é dada por g,(f) = f(x).
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Teorema 2.26. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.
Demonstracdo. Ver [16], Teorema 4.6-6, pagina 242. [

Definicdo 2.27. Seja H um espago de Hilbert. Dizemos que o operador A : D(A) C H — H
é dissipativo quando
Re(Az,z)g <0, Vx € D(A).

Teorema 2.28. Seja A : D(A) C H — H um operador dissipativo tal que o operador I — A é

sobrejetor. Se H é um espaco reflexivo, entdo D(A) = H.
Demonstragdo. Ver [23], Teorema 4.6, pigina 16. L]

Definicdo 2.29. Sejam X espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear.

Dizemos que A tem resolvente compacto quando existe N € p(A) tal que (\[—A)~! é compacto.

Proposicao 2.30. Sejam (X, |.||x) espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador
linear com resolvente ndo vazio. Entdo A tem resolvente compacto se, e somente se, a aplicagdo

inclusdo i : (D(A), ||.|lpy) = (X, ||.]|x) é compacta.
Demonstragdo. Ver [8], Proposicao 5.8, pagina 107. 0

Defini¢do 2.31. Sejam X um espaco vetorial e A : D(A) C X — X um operador linear.
Dizemos que 0 # x € D(A) é autovetor de A quando existe \ € K tal que Ax = \z. Nesse

caso, dizemos que \ é autovalor de A associado a x.

Proposicao 2.32. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear

com resolvente compacto. Entdo, o(A) é composto apenas por autovalores de A.
Demonstragdo. Ver [8], Corolario 1.15. L]
2.2 DEFINICOES E RESULTADOS SOBRE OS ESPACOS L*(Q)

Nessa se¢@o, €2 denotard um subconjunto aberto do espaco R™ e |€2| denotard

sua medida de Lebesgue.

Definicao 2.33. Sejam Q um subconjunto do R™ aberto e 0 < p < oo. Denotaremos por LP({)
o espaco vetorial das classes de funcoes [ : Q@ — C tais que | f|P € integrdvel no sentido de

Lebesgue em §2, ou seja,
LP(Q2) = {f Q0 —C; fémensurcivele/ |f(x)|Pdx < oo}
Q

Temos que LP(Y) é um espagco normado com a norma

1l = ( / \f(x)|”dx) "V e Q).
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Definicao 2.34. Seja [ : 0 — C uma funcao. Chamamos de supremo essencial de f em <) o
nimero
supess|f(z)| = inf{K;|f(x)| < K, q.s. em Q}.

€

Definicao 2.35. Dizemos que a funcdo f : () — C é essencialmente limitada quando

sup ess|f(x)| < oco.
z€QN

Definicao 2.36. Seja ) um subconjunto do R" aberto. Denotaremos por L*™(Q2) o espaco
vetorial das classes de funcoes f : 0 — C mensurdveis a Lebesgue que sdo essencialmente

limitadas em §2, ou seja,
L=®(Q) ={f : Q — C; fé essencialmente limitada q.s. em )},

o qual é um espago normado com a norma

£z (@) = supess|f(x)], Vf € L*(€).

=)
Notacdo 3. A notacdo q.s. em {2, na definicdo anterior, significa quase sempre em (2.
Teorema 2.37. Se 1 < p < oo entdo LP(S2) é um espaco de Banach.
Demonstragdo. Ver [1], Teorema 2.16, pagina 29. [l
Teorema 2.38. (Desigualdade de Holder) Seja 2 C R™ aberto e sejam p e q expoentes conju-

gados com1 < p<oo. Se f € LP(N)ege LIN) entdo fg € L*(N) e

1fgllr@) < 1 Fllzr@llgllzo)

Demonstragdo. Ver [1], Teorema 2.4, pagina 24. [

Corolario 2.39. Seja 1 <p < g<oc. Se fe LN e|Q <ocentdo f e LP(Q)e

11
[ flzri) < 1921 fl| Lace)-

Em particular, temos que LY — LP, para todos 1 < p < q < oc.
Demonstragdo. Ver [1], Teorema 2.14, p4gina 28. 0

Teorema 2.40. O espaco L*(S)) é um espaco de Hilbert, com produto interno dado por:

(1, v) = /Q w(@)(x)dz,

para qualquer u,v € L*(Q).
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Demonstracdo. Ver [1], Corolario 2.18, pagina 31. [

Definicao 2.41. Seja () um subconjunto aberto de R" e ¢ : Q@ — C uma fungcdo continua.

Definimos o suporte de ¢ como sendo o conjunto

supp(¢) = {z € O o(x) 20} .

Notacio 4. Denotaremos por Cy(£2) = {¢ € C(Q); supp(¢) é compacto}.

Definicdo 2.42. Definimos o espagco C§°(§2) como sendo o espago vetorial
Ce(Q) ={f:Q — K; féinfinitamente diferencidvel e com suporte compacto}.

Proposicio 2.43. Se 2 C R™ é aberto e 1 < p < oo entdo Ci°(2) é denso em LP(X2).
Demonstragdo. Ver [1], Teorema 2.30, pdgina 38. 0

Defini¢do 2.44. Seja 1 < p < oco. Denotamos por L} () o espaco vetorial das classes de

loc

fungoes f : Q) — C mensurdveis a Lebesgue tais que

/mewm<m,
K

para todo K C ) compacto.
Proposi¢io 2.45. Seja 1 < p < oo. Entdo L*(Q) C L, .(Q).

Demonstracdo. Segue da Definicdo 2.44 e do Coroldrio 2.39. [

Teorema 2.46. (Du Bois Raymond) Seja u € L}, () tal que

Lummme:a Ve € (),

entdo u = 0 quase sempre em ).
Demonstragdo. Ver [5], Proposicdo 4, pagina 20. [

Proposi¢io 2.47. Seja u € L}, .(Q) tal que

loc

[ u@pulaide =0, voe @),

entdo existe uma constante C' > 0 tal que v = C' q.s. em ().
Demonstragcdo. Ver [6], Lema 8.1, pagina 205. [

Lema 2.48. Seja u(-,t) € L*(0, L) parat > 0. Entdo,

L
Re/ u(z, t)u(x, t) de = ——||u(-,t)||%2(0,L),Vt > 0.
0
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Demonstragdo. Sejau € L?(0, L), temos que

~

5 luC Ol = u(z, t)|* dz

o\ho\

Ju(x,t) dx

=3
8
~

N~ N~ N~

S— S =
h

SIS

I

—

8

~

Ju(z,t) dz,

logo,

5%”“(', 1720,z

]

Definicdo 2.49. Seja g € L'(RT)NCH(R") tal que ¢'(s) < 0 < g(s), Vs € RT e H um espago
de Hilbert. Definimos:

B i) = (R ot [ gl s < oo,

o qual é um espago de Hilbert munido com o produto interno e norma dados por:

(1,€) 12 = / " () (n(s),E(5)) mds,

Inllz = ( / oog(s)!ln(s)\\?{dsf,

Teorema 2.50. Sejam [ € L'(R") e g € LP(R™) com 1 < p < oc. Entdo, a fungéo

para todos 1, & € Lg.

F: R* R
y — Fy)=f(x—y)gy)

com x € R" fixo, € integrdvel q.s. em R™. Definindo a convolugdo de f com g por

(fxg)(x) = / Fy)dy = . flz —y)g(y)dy,
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temos que f x g € LP(R") e

I * glle@ry < |1 flor@myll gl oe ny-

Demonstragdo. Ver [6], Teorema 4.15, pdgina 104. L]

Lema 2.51. Sen € L2(R*, H(R)), entdo a fungdo

Pn(s) = /O e’ *n(y)dy,Vs > 0,

pertence a L2(R*, Hj(Q)).

Demonstragdo. Sejan € L2(R*, Hj(Q)), entdo

/0 U (Gn)e(8) 2y ds = / 96 (B0)a(5), (60)als)) ds

Logo,
/0 9(5) | (D) (5) 22y s

< [Ta( [ e ntmlom ) ([ e lntole o) i

Denotando por €;(s) = e~ e es(s) = [g(s)]2||n.(s)|| obtemos que e; € LY(RT) e e, € L2(R™).
Pelo Teorema 2.50 segue que €; * €3 € L?(RT). Assim,

/0 9(S)(Bn)a(8)ll720) ds - < /0 (€1 % €)*(s) ds = [|e1 * ea|2mr)

Dessa forma,

/ﬂ 9 @n)e($) T2y ds < NlenllTa g leallzz@e)-

Logo,

[ ooonlmas = ([t ([ ol i),
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ou seja,

/0 9(5) | (Bn)a () Bay ds < [l]Zas, < 00

2.3 DEFINICOES E RESULTADOS SOBRE OS ESPACOS DE SOBOLEV

Definiciio 2.52. Sejam1 < p < 0o, a = (v, ...,an) € ZY,

al =a1+...+ayeu,g € LP(Q).

Dizemos que g é a derivada fraca de ordem o de u quando

/uD‘de:c = (—1)l / gpdz, Vo € C3°(82).
0 0

Definicio 2.53. Sejam 1 < p < oo e m € Z,. Definimos o espago de Sobolev W™P(Q)) como
sendo o subespago vetorial de LP(2) dado por

WmP(Q) = {u € LP(Q); existem as derivadas fracas de ordem o com || < m}.

Notagdo 5. No caso em que p = 2, denotamos W™2(Q2) = H™(12).

Notacao 6. No caso em que N = 1 denotaremos as derivadas fracas de v de ordem um e dois

(quando existirem) por u, € u,,, respectivamente.
Teorema 2.54. O espaco W™P(Q),1 < p < oo é um espago de Banach com a norma dada por

1
P
[ullwmr) = < > ||Da“||§p<sz)) hEpsee

laj<m

ullwmeo@) = > ID%ullLe(@), p=o0.

laj<m

Demonstragdo. Ver [9], Teorema 2, pagina 249. [

Teorema 2.55. Os espacos W™?*(Q) = H™(Q) sdo espagos de Hilbert com produto interno

dado por
(u, v) gm () = Z (Do‘u,Dav)L2(Q), Yu,v € H™.
al<m
Demonstragdo. Ver [9], Teorema 2, pagina 249. 0

Defini¢iio 2.56. Seja 1 < p < co. O espago W""(Q) é definido como sendo

m,p

Wg(Q) = G5 ()
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Teorema 2.57. (Desigualdades de Poincaré) Suponhamos que ) seja um subconjunto aberto
de R™.

a) Se () é limitado, entdo, para todo 1 < p < oo, existe uma constante c,, > 0, tal que

[l o) < ol ||y,  Vu € WyP(Q).

b) Se ) é conexo de fronteira de classe C*, entdo para todo 1 < p < oo existe uma constante

cp > 0, tal que
lu = (Wellzr) < cpllwllr),  Yue WH(Q),

onde (u)q € a média de u sobre <), ou seja,
(u) ! / u(z) dx
Q= — .
9] Jo

Demonstragcdo. Ver [6], Coroldrio 9.19, pagina 290 e pagina 312, respectivamente. [

Notacdo 7. Denotaremos os espagos das fungdes de L?(Q2) e de H'(f2) que possuem média

nula, respectivamente, por L(Q2) e H!(f2), ou seja,

L2(Q) = {u € LQ(Q);/Qu(x)dx - 0},

HY(Q) = {u e Hl(Q);/Qu(a:)da: _ o}.

Observacao 3. Como consequéncia das desigualdades de Poincaré obtemos que tanto no es-

paco H} () como no espago H!((2), as normas

1

2
el = (JulBa + B e lulls = iz

sdo equivalentes.

Teorema 2.58. Sejam I C R um intervalo e 1 < p < co. Se u € WHP(I), entdo existe uma

fungéo i € C(I) tal que u = 1 q. s. em I. Além disso,

/ab udr = u(b) — u(a),

para quaisquer a,b € 1.

Demonstracdo. Ver [6], Teorema 8.2, pagina 204. [
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Teorema 2.59. Sejam I C R um intervalo e 1 < p < co. Se u,v € W'P(I), entdo uv €

WP(I) e, além disso, (uv), = uv + uv, e

/ab upvdr = u(b)v(b) — u(a)v(a) — /abuvmdx,

para quaisquer a,b € 1.
Demonstragdo. Ver [6], Corolario 8.10, pagina 215. [

Teorema 2.60. Seja u € W'?(a,b). Entdo, u € W, " (a,b) se, e somente se, i(a) = u(b) = 0,

em que U € um representante continuo de u.
Demonstragdo. Ver [6], Teorema 8.12, pdgina 217. 0

Teorema 2.61. Sejam [ C R um intervalo limitado, m > 1,5 > 0 inteiros e 1 < p,q < oc.

Entdo, as seguintes inclusoes sdo compactas:
i: (Wﬂ‘fmvp([), ”.HW]'+m,p([)> — (V[/J}q([)7 H-HWM(I)>a se mp>1,

i (Wj+m’p(f)7 H'HWJ*WP(I)) - (Cj(7)7 H-||L<>o>, se p>1.

Demonstragdo. Ver [1], Teorema 6.3, pagina 168. 0

2.4 DEFINICOES E RESULTADOS DE SEMIGRUPOS LINEARES

Definicdo 2.62. Uma familia {T(t)}:>o de operadores lineares e limitados definida sobre um
espaco de Banach X é chamada de semigrupo de operadores lineares limitados, ou simples-

mente semigrupo, se
1. T(0) =1 emque I : X — X € o operador identidade;
2.T(t+s)=T@)T(s),Vt,s > 0.
Definicdo 2.63. Seja {T'(t)}i>0 um semigrupo sobre um espaco de Banach X. Dizemos que

{T'(t)}+>0 é um semigrupo de classe Cy, ou simplesmente Cy-semigrupo, se

imT(t)x = z,Vx € X.

t—0

Definicao 2.64. Seja {T'(t)}i>0 um semigrupo sobre um espago de Banach X. O gerador
infinitesimal de {T(t) };>0 € o operador

A:DACX — X

T _
T Ax:limM

t—0+ t ’
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onde

T(t)x —
D(A) = {m € X; lim # existe}.

t—0t

Observacio 2.65. Chamaremos o semigrupo cujo gerador infinitesimal é o operador A de

semigrupo gerado por A e o denotaremos por {e'}>y.

Definicdo 2.66. Dizemos que um semigrupo {T'(t)}+>o € uniformemente limitado se existe uma
constante M > 1 tal que |T(t)|| < M, para todot > 0. Quando M = 1 dizemos que

{T'(t)}+>0 € um semigrupo de contragoes.

Teorema 2.67. (Lumer-Phillips) Seja H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um

operador linear com D(A) = H. Entdo, A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de

contragoes em H se, e somente se, A é dissipativo e (A — A) é sobrejetor para algum \ > 0.
Demonstragdo. Ver [23], Teorema 4.3, pigina 14. L]
Considere o problema abstrato de Cauchy

Ut:AU, t>0
U0) = Uy

2.1)

onde A: D(A) C H — H é um operador linear definido sobre o espaco de Hilbert H e
DA ={UeH; AUeH}.

Definicdo 2.68. Uma solucdo do problema (2.1) é uma fungdo U : [0,00) — H tal que U(t) é
continua para t > 0, continuamente diferencidvel com U(t) € D(A) parat > 0 e satisfaz (2.1)

em [0, 00) quase sempre.

Teorema 2.69. Seja H um espaco de Banach e A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
de contragbes T(t) := et em H. Se Uy € D(A), entdo o problema de Cauchy abstrato (2.1)

possui uma tinica solugdo U € D(A) dada por
U(t) = T(t)Uy := MUy, Vt >0,

tal que
U € O([0,00), D(A)) N CH([0, 00), H).

Demonstragdo. Ver [23], Teorema 1.3, pdgina 102. 0

Defini¢do 2.70. Dizemos que um semigrupo {T(t)};>o € exponencialmente estdvel quando exis-

tem constantes o > 0 e M > 1 tais que

Tl < Me™®, Wt > 0.
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A

Teorema 2.71. Um Cy-semigrupo de contracoes T (t) = e é exponencialmente estdvel se, e

somente se, as condicoes abaixo se verificam:

i) iR C p(A),

i) lim sup||(iB] — A) 7| ) < o0
B—ro0
Demonstracdo. Ver [21], Teorema 3.6.5, pagina 122. [

Para os resultados que seguem, considere os vetores V' = (u,v,w,z),
G = (91,92, 93,94) €, além disso, dados aj,as € Rcom 0 < a1 < ay < L, para j = 1,2,
definimos o
Vs = [ (i + P 4 o + i+ 2P d,

Z(aj) = |ug(a;) + w(a;)|* + [v(a;)|* + |we(a;)]* + 2(a))]*.

Considere ainda o sistema

Pu—v = g, (2.2)

iBp1v — k(uy +w)y = go, (2.3)
Ppw—2z = gs, (2.4)

iBpaz — bihyy + k(uy + w) = gu, (2.5)

onde g;,g3 € H) (ou H}) e g2, g4 € L.

Proposicao 2.72. (Desigualdade da Observabilidade) Sob as notacdes anteriores, considere
uma solugido V- = (u,v,w, z) de (2.2)-(2.5) e quaisquer 0 < a; < ay < L. Entdo, existe

constantes positivas Ay e A; tais que

Z(a;) < Aol VI[a, ap + AollGll5 ..

ai,az

V]2, oy < AiZ(aj) + A|IGl L G =1,2.

a1,a2 —

Demonstragdo. Ver [4], Proposicao 3.12, pagina 477. [l

Corolario 2.73. Seja V = (u,v,w,z) uma solucdo do sistema (2.2)-(2.5). Se para algum

subintervalo (a1, a2) C (0, L) tivermos
2
IV lGyar <A (2.6)
para algum A > 0, entdo existe uma constante (uniforme) C' > 0 tal que

V1[5, < CA+CIG5 L

Demonstragdo. Ver [4], Corolario 3.14, pagina 480. [
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3 O PROBLEMA DE TIMOSHENKO TERMOELASTICO

Neste capitulo vamos estudar a existéncia e unicidade de solug¢ao do problema

oo — k(s + )y +mb, = 0 em (0,L) x (0,00), (3.1)

paty — Wby + k(e + ) —mb 409, = 0 em (0,L) x (0,00), (3.2)
P30y — Coblee +m(Par +10) = 0 em (0,L) x (0, 00), (3.3)

paly — 10y + 0ty = 0 em  (0,L) x (0,00), (3.4)

com condig¢des iniciais

SD(I70) = <p0(:c), (pt<x70) = 901(‘%)7
U(@,0) = tho(x), ¢u(x,0) = i (2), (3.5)
0(z,0) = y(x), I(z,0) = Dy(x),

para todo = € (0, L) e condigdes de fronteira do tipo Dirichlet

©(0,t) = p(L,t) =(0,t) = (L, t) =0(0,t) = 0(L,t) =9(0,t) =L, t) =0, (3.6)
ou condic¢des de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann
02(0,1) = 0z (L, t) = P(0,1) = (L, 1) = 0(0,1) = 6(L, 1) = 0(0,1) =Js(L, ) =0, (3.7)

parat > 0, onde ¢ representa o deslocamento transversal e ¢ representa o angulo de rotacdo
de uma viga de comprimento L > 0, p1 = pA,ps = pl,k = K'GA, b= Fl,emque péa
densidade de massa, K’ é o fator de cisalhamento transversal, A e I sdo a drea e 0 momento
inercial de uma secdo transversal, respectivamente, G denota o médulo de cisalhamento ¢ F
denota o médulo de Young. As varidveis 6 e ¢ representam as diferencas de temperatura a
partir de um ponto de referéncia fixo da viga com coeficientes de acoplamentos niao negativos
m e o. As constantes ¢y, c; > 0 representam a condutividade térmica e p3, p4 > 0 sdo constantes
dependendo das propriedades do material.

Além disso, baseado em [3], mostraremos também que a soluc¢do do problema
decai exponencialmente independente da igualdade de velocidade de ondas, isto €, sem assumir

que
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3.1 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

Nosso objetivo inicial € garantir a existéncia e unicidade de solucdo do pro-
blema (3.1)-(3.5) com as condi¢des de fronteira (3.6) ou (3.7), através da teoria de semigrupos
lineares. Devido as particularidades das condicoes de fronteira (3.6) e (3.7) faremos essa etapa

em duas subsecdes, como segue.

3.1.1 Condicoes de fronteira de Dirichlet

Nesta subsecdo, para reescrever o problema (3.1)-(3.5), com condi¢des de

fronteira (3.6), como um problema abstrato de Cauchy, vamos considerar o espacgo de fase
H = H)(0,L) x L*(0,L) x Hy(0,L) x L*(0, L) x L*(0,L) x L*(0, L),
o qual é um espaco de Hilbert com o produto interno usual dado por
L _ = =~ = ~ ~

0= [ [+ 88 + vy + 0T + 60+ 07 do,

0
cuja norma que provém do produto interno € dada por

L
OB, = [ [loal+1P-+1un P+ 0416 +10F]
0

para quaisquer U = (p, ®, 1,0, 0,9),U = (p,,0, ¥, 0,9) € H.
Para facilitar a notagdo, denotaremos L?(0, L) simplesmente por L? e H (0, L)
por H{. Denotaremos ainda, ||u|| ;2 por ||u||, para qualquer u € L.

Considere agora o produto interno e norma em H dados por

L _ _ . . _
(U, U)y = / [Pﬂ)q’ + P2V + bippt)y + k(g + ) (P2 + ) + p300 + P419ﬂ dzx, (3.8)
0

L
U1 = [ [0 + U + bl + Hlga + 0 + pl6P + pulo ] do. (39)
0

para quaisquer U = (p, ®, 1,0, 0,9),U = (p,,0,¥,0,9) € H.

Observe que (3.8) é, de fato, um produto interno, uma vez que é definido a
partir de produtos internos em L2

Como L? e H} sdo espagos de Banach, segue que H com a norma usual |.|y
¢ um espaco de Hilbert, uma vez que a norma provém do produto interno.

No préximo lema, vamos mostrar que a norma usual € equivalente & norma
dada em (3.9), de onde seguird que o espago ‘H munido da norma (3.9) também € um espago de
Hilbert.
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Lema 3.1. A norma || - ||y definida em (3.9) é equivalente a norma usual | - |y.

Demonstragdo. Dado U = (¢, ®,v, W, 0,19) € H temos que

U = Il + 1217 + [0 + 121 + 10 + 19}
= llall® + IRl + lwall® + 1% + 101% + (121

Usando a Desigualdade Triangular e o fato que (a + b)? < 2a* + 20?, segue que

Ul < 2lla + 907+ 20101 + (07 + llall* + 1211 + 10 + 19117,

e pela Desigualdade de Poincaré, obtemos

Ul < 20w + 917 + 26w I* + 1917 + l[al* + 12]1° + (1] + [19]}*

2 2c, + 1 1 1 1

= Zkllgs + 0P + T2 bl + — il + —pal T+ —psl|6]
k b P1 P2 P3
1

+ —pal9?

< mi||U|l3,

{2 2c0+1 1 1 1 1}
onde m; =maxq—, ——, —, —, —, — /.
k> b " p1p2 ps pa

Por outro lado,

L
01 = [ [prIOF + pal W + bl + Kl + 6 + pull? + ploF]
0

= @I + pall N + bllvul® + Ell s + 911 + psl|0]* + pall0]1*.
Usando a Desigualdade Triangular, obtemos

1015 < pll @I + p2ll P + Bllval* + 2kl 0all + 2K[[11° + psl|0]1* + pall9]I7,

e pela Desigualdade de Poincaré temos que

1015 < el @1 + o2l I + Bllval* + 2kl 0all* + 2key[¢all® + p3l1011% + pall 9]

< ma([I@1F° + 117 + 1ol + lloal® + 1017 + [191]%)

= m2‘Uﬁ-b

1
onde my = max{py, pa2, b + 2kc,, 2k, ps, ps}. Logo, existem constantes mg = —, my > 0 tais
my
que

mo| U3, < U5, < ma| UL,
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Considerando & = ¢, e ¥ = 1);, podemos reescrever o problema (3.1)-(3.5)

com condi¢des de fronteira (3.6) como um problema de valor inicial dado por

) (3.10)

Ut - AU, t>0
U@ = U,

onde U = (wa(baw?qjae?ﬁ)T? U(O) = (9007901>¢077/J1,90,790) = UO € A D(A) C H — H

¢ um operador linear definido por

D(A):{Ue?—[|<p,1p,9,196H2 e 0,19,@,\1161{3} G.11)
c
o
k m
P1 P1
v
av = | b (3.12)

k m o
P2 P2 P2 P2

99, — (@, +0)
P3 c P3 o
P4 P4

Os resultados a seguir garantem a existéncia e unicidade de solucdo para o
problema de Cauchy (3.10) e, consequentemente, para o sistema (3.1)-(3.5) com condicdes de
fronteira (3.6).

Teorema 3.2. Seja A : D(A) C ‘H — H dado em (3.11)-(3.12). Entdo, A é um operador

dissipativo.

Demonstracdo. SejaU = (p, ®,1, V. 0,19) € D(A) e note que

)
k m
P1 P1
Y
AU = b k m o
— Ve — _(9037 + 1/}) +—0 - —1,
P2 COP2 m P2 P2
—Opy — — (P, + V)
3 c P3 o

P4 P4
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Logo,

L _
(AU, U)y = / k(g 4+ 1)a® — MmO, + b — k(s + )T + mhT — aﬁj} dz
oL

L _
+ / bW, + k(P + V) (0 + ) + cobpel — m (P, + \If)@} dx
o L

L
+ / 10,20 — O'\I/IE} dx.
o L
Usando integracdo por partes, temos que
_ L L _ _ L L
(AU, U)yy = k(@ + 1/1)’ — k/ (pz + )P, dx — m(@@)’ + m/ 0P, dx
0 0 0 0

o L L o L o L -
+ b(wx)o—b/0 wx\llxdx—k/() (%+w)xpda:+m/0 0T do

I L L L
—|—0/ 19\I/xdx+b/ \Ifxwxdgv—i-k/ (®m+q’)(¢x+¢)d$
0 0 0 0

_ L L _ L _ L L _
Ll — co/ 0,0, dr — m/ (¢, + V) |l —a / 9,0, dx
0 0 0 0 0

L [a—
— 0/ v, 9 dr,
0

e usando as condicdes de fronteira (3.6), obtemos

L
(AU, U)y = —k/ (0 + 1) (D +\I/)dx+m/ L+ ) d:v—b/ 00, dr
LO_ L L
+ 0/ VAN dm+b/ \legbxd:t%—k‘/ (@ + V) (0 + ) dz — 0|6, |2
0 0

L
- m/ . FU)0dr — 1|V, ||2—0/ U, du.

0
Tomando a parte real, obtemos

L

Re(AU,U)y = Re-—k:/L(%Jrlﬁ)( +\If)dx+k/ (<I>x+\If)(m)dx]
+ Re m/ P, + ) dx—m/ +\1/9dx]

+ Re —b/ U, dx+b/ mmdx]

+ Re 0/ zﬁxdx—o—/ \pﬁdx] — ol = el
L 0 0

e usando o fato que Re[z — Z] = 0, Vz € C, segue que
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Re(AU,U)y = —col|0:* — 1|9, ||* <0, (3.13)
ou seja, A é um operador dissipativo. [

Nosso objetivo € mostrar que o operador A é um gerador infinitesimal de um
Cp-semigrupo de contragdes e para isso demonstraremos um lema técnico que nos auxiliard no

préximo resultado.

Lema 3.3. Dadas g,, g, g3, g4 € L2, o sistema

P19 = k(@x + 1)z +mb, = g1, (3.14)

P20 — bhyy + k(. + 1) —mb + 0¥, = ga, (3.15)
p30 — ol + m(pr + 1) = gs, (3.16)

pa¥ — 10z + 0Py = ga, (3.17)

possui uma tinica solugdo (¢, 1, 0,9) € (Hj NH?) x (Hy N H?) x (H{ N H?) x (Hj N H?).
Demonstragdo. Considere o espago de Hilbert
H=H} x H x H} x H},

com produto interno e norma dados por

L N —
U.0)7 = / (0afr + Ul + 0,0, + 0,0, d,
0

L
01, = / rwm\2+rsox\2+rex\2+wx\2} s

0

1

para quaisquer U = (p,1,0,9),U = (¢,,0,0) €

Considere a aplicacdo a : #H x H — K definida por:

~ o~ o~ L. _ — — — _

L r - - —
b [ [ m 0+ bl — o+ 0,8 do
.

L _ — _ _
+ / m(pe + )0 + 19,9, + awﬂ dx. (3.18)
o L

Observe que a sesquilinearidade de a segue das propriedades do produto interno em L2, ou
seja, de propriedades de integral e de conjugado de um nimero complexo. Vejamos que a é

uma forma sesquilinear continua e coerciva.
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a) a é uma forma sesquilinear continua em .

De fato, sejam (¢, 1, 0,9), (@1, 0,9) € H. Segue da Desigualdade de Cauchy-Schwarz

que

pillelllel + pall 11 + pslONIEN + pall9 119
+ Ellos + 9lllge + &l +mll6ll| . + 3l

+ Olleallldall + all9llllds |+ collba 16z

+ mlloe + L0 + |Gl 9]l + ol 9]

IN

| a((p,4,0,9),(3,9,0,9)) |

Usando as desigualdades Triangular e de Poincaré, segue que

| al(,4,0,0),(2.4,0,9) | < (orcy + k) @allll@ell + (p2cp + ke + b)l[ve |14
+ (pacy + o)l |6zl + (pacy + 1) [0 19

+ kepllga el + kepllva || @all + mey 1621122l

+ mell:lldell + ocpl9allllall + meyligs 1162

n

mep|[Va 10z 4 ocp ||z [[92 ],
ou ainda,

| a((,%,0,9), (@,,0,9)) |
< Mi(llgall + el + 10:]l + 1120 @ ll + ]l + 1021 + [|9:)
< Mi||(9,,0,9)5](¢,4,0.9)| 4,

para quaisquer (i, v, 0,9), (, &, 0,7) € i, onde
M, = max {plcf) + k, pgcf, + k:cf, + b, pgcf) + ¢, ,04072, + c1, kep, mep, mcf)7 ocp, 1}.

b) a é uma forma sesquilinear coerciva.

De fato, seja (v, 1, 0,7) € ’}/—Z, usando as desigualdades de Poincaré e Triangular temos

que

o 0.0 = gl + 161 + 1013 + 191,
= ||§0z||2 + HWBHQ + ||9m||2 + ||79:v||2
< 2o + DI+ 2000 + el + 1621 + 192



Logo,

2 2 1 1
0N < Zklo, 24 = 24 2hllg ] + —collf. ]2
(@9, 0,915 < 2 ¢z + 9| +p2p2\|w!| +3 2] +COCoH I

1
+ c—lclllﬁzl\Z +pillell® + pslOl* + pall0]?

< MaRe|a((p.,0.9), (p.0.,0.9))].

2 211 1
onde M, :max{—,—,— —,—,1} > 0. Logo,

1
Rea((.1,0.9). (p,v.0.9))| > 3710, 0.0.9)][%.

Considere agora, o funcional antilinear ¢ : H — K dado por

L - -~ -~
o(p, 1, 0,9) = / [91@ + 920 + g30 + g4V | d.
0
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(3.19)

Observe que ¢ é um funcional continuo, pois usando as desigualdades de Holder e de Poincaré,

obtemos:

lgalIl@ll =+ gzl lF+ NgsllEl + lgalll9]

-
©
<
:Cbz
32
IA N

IN

My ([|@all + lldhe | + 16211 + 1192 1)
= Ms(I&llmg + 101y + 1001y + 19]]my)
= Ms|(¢,%,0,9)l5,

para qualquer (¢, QZ, é, 19) € 7/—2, onde

A = gl
Ay = gl
Az = |lgsll,
Ay = g4,

M; = max{Alcp,Agcp,Agcp,A4cp}.

Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um tnico (¢, v, 0,9) € H tal que

a((p. 1, 0.0),(2,9,6,0)) = ¢((¢,4,6,9)),

A1yl @all + Azepllthe | + AscpllBal| + Ascy| e
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para todo (3,1, 0,9) € H, ou seja, existe tnica (p,1,0,9) € H satisfazendo

L
/ plw + Pt + p300 + pg9D + k(g + ) (G + b)) — mO(By + w)}
0
L B - - -~ =~ -~ -~
+ / bbby — oV, + 0,0, + m(@, + )0 + 19,9, + awmﬁ} dx (3.20)
OL r J— - = -
= / 91@+92¢+g39+9419] dz,
. L

para todo (¢, 0,0, 15) cH.
Considere em (3.20) os casos particulares ¢ = £ € Cl € H} e ) = 6 = 9 = 0, assim:

L L
| o€+ b+ 0, — mot ] do = [ g
0 0
ou seja,
L _ L _ _ _ _
| henkoda = [ [0 - puc€ — W0, + m6E, ] da
0 0
Usando integragdo por partes, obtemos

L L 1 _
/ P2y dr = — / [—( — g1+ p1p — kb + mem)] dx, V¢ € Cy. (3.21)
0 0 k

(.

(I)

Como (1) é composto por fungdes de L?, o, € L* e vale (3.21) para todo £ € C}, segue da
defini¢do de derivada fraca que ¢, € H', de onde ¢ € H? e, além disso,

1

Portanto, p € H> N H} e vale (3.14).
Agora, considerando (3.20) para¢) = £ € C} € Hl e 3 = § = 9 = 0 obtemos:

[ [+ b+ 00— o+ 00, - aﬁa} w= [ gia

ou ainda, usando integracdo por partes obtemos

L L 1 _
/%gdx:—/ [E<—gg+p2¢+k(g@x+w)—m9+m9x>]5d:c,V§€Cé. (3.22)
0 0

. J

(I2)

Como (1I,) é composto por fungdes de L?, v, € L? e vale (3.22) para todo & € Cf, segue que
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1, € H', de onde obtemos que ) € H? e, mais ainda,

1

¢xx:g<—92+pg¢+k’(¢x+¢)—m@—l—(ﬂ%).

Portanto, ) € H? N H} e vale (3.15).

Considerando em (3.20) os casos particulares 6 = EeClep= Y =19=0, segue que
L _ _ _ L _
/ (0308 + o, + m(pe + V)E] do = / g5€ da.,
0 0

ou seja,

L L 1 _
/ 0,&, dv = — / [—( — g3+ p3f + m(p, + ¢)> Edz, V¢ € Cf. (3.23)
0 0 Co

(I3)

/

Como (I3) é composto por fungdes de L?, 8, € L? e vale (3.23) para todo £ € (7, segue que
0, € H', de onde 6 € H? e, mais ainda,

1

Ore = C—O<—93+P39+m(¢m+¢)>.

Dessa forma, concluimos que § € H% N H} e vale (3.16).

Por fim, usando (3.20) em particular para 0= feCiep=1= 0 =0, segue que

/OL [,04195 + 9., + wag] dr = /OL g4& dx,

ou ainda,

L L[4 B
/ V&, dr = —/ [—( — g4+ ps¥ + mﬁx)] Edx, VE € C&. (3.24)
0 o |41

(. /

({4)
Como (1) é composto por fungdes de L?, 1), € L? e vale (3.24) para todo £ € Cf, segue que
Y, € H', de onde ¥ € H? e, além disso,

ﬁm—ci(—g4+p419+m/}m>.

1

Finalmente, concluimos que ¥ € H? N H(} e vale (3.17). L]

Teorema 3.4. Seja A : D(A) € H — H dado em (3.11)-(3.12). Entdo, o operador
I —A:D(A) CH— H é sobrejetor.

Demonstracdo. Considere F' = (f1, fa, f3, f4, [5, f6) € H arbitrdria. Queremos encontrar

U= (p,® v,V 0,0)c DA,



tal que (I — A)U = F, ou seja,

¥ d J1
P pﬁl(épx‘l‘?ﬁ)x—pml B f2
vl v L
v Lipe — Lo+ ) + 20— 29, | | 14
0 Doe — 52 (Pz + V) 5
J Sy — 20, fo

ou ainda, encontrar U = (¢, ®, ¢, ¥, 0,9) € D(A) que satisfaca

90_¢:f17
p1® — k(ps + 1)y + mby = p1fo,
Y-V = fs,

pQ\D - br‘/}:px + k(‘px + w> —mb + Uﬁx = P2f47
p39 - COGmm + m(q)r + \I’> - p3f57
ps¥ — Vs + 0V, = pyf.

Considere

g1 = p1f2+ prfi,

g2 = pafi+ pafs,

93 = p3fs + m(f1)e +mfs,
91 = pafe + o(fs)z.

Como g1, g2, g3, g4 € L?, pelo Lema 3.3, temos que o sistema

p1 — k(oz + )y +mb, = p1fo+ p1fi,

p2t) — 0bry + k(pe + 1) — mb + 00, = pafs + pafs,
p30 — cobze + mpe + ) = p3fs + m(f1)s + mfs,
pa¥ — C10sp + 0Py = pafs + o (f3)T,

41

(3.25)
(3.26)
(3.27)
(3.28)
(3.29)
(3.30)

(3.31)
(3.32)
(3.33)
(3.34)

possui uma tnica solugdo (o, v, 0,9) € (Hy N H?) x (Hj N H?) x (Hy N H?) x (Hy N H?).

Seja (¢, 1, 6,1) a solugdo de (3.31)-(3.34) e considere

d=p-fi e V=v—f

Note que @, ¥ € HJ, uma vez que @, v, fi, f3 € H}. Assim, U = (o, ®,v,V,0,9) € D(A) e,

além disso, ® e ¥ satisfazem (3.25) e (3.27), respectivamente.
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De (3.31) temos que

pr(e — f1) = k(s + )y +mby, = p1 fo.

Substituindo & = ¢ — f;, obtemos

p1® — k(ps + )y + mby = p1fo,

ou seja, vale (3.26). Agora, de (3.32) obtemos

p2(V — f3) — biyy + k(pz + 1) — MmO + 00, = pa fa.

Substituindo ¥ = ¢ — f3, segue que

02\1’ - bwa:x + k(@x + w) - me + Uﬁx = p2f47

ou seja, vale (3.28). De (3.33) temos que

p30 — colpz + Mgz — (f1)z + 1 — f3) = p3fs.

Substituindo ® = ¢ — f; e ¥ =9 — f3, obtemos
PSG - C(Jexx + m<q)x + \D) = p3f57

ou seja, vale (3.29). Por fim, de (3.34) temos que

P10 — 1V + 0 (Ve — (f3)2) = pafe.

Substituindo ¥ = ¢ — f3, segue que
,0419 - Clﬁxx +oV, = p4f67

ou seja, vale (3.30).
Portanto, U = (¢, ®,1, ¥, 0,19) € D(A) é solugdo de (3.25)-(3.30), mostrando que o operador
1 — A € sobrejetor. [

Teorema 3.5. Seja A : D(A) C H — H dado em (3.11)-(3.12). Entdo, A é o gerador

infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes em H.

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.67 basta mostrarmos que A € dissipativo em H, que o operador
(I —A): D(A) C H — H é sobrejetor e que D(A) = H. Ja temos pelos teoremas 3.2 ¢ 3.4
a dissipatividade de A e a sobrejetividade de / — A. A densidade do dominio do operador A em

‘H segue do Teorema 2.28 e do fato de H ser um espaco de Hilbert, ou seja, reflexivo. Portanto,
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A é um gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de contragdes T'(t) = et em H. [

Agora, estamos em condi¢des de concluir o resultado de existéncia e unici-
dade de solugdo para o P.V.I (3.10).

Teorema 3.6. Se Uy € D(A), entdo o problema (3.10) admite uinica solugdo
U € C([0,00), D(A)) 1 C([0,00), H).
Demonstragdo. A demonstracao segue diretamente dos teoremas 2.69 e 3.5. [

3.1.2 Condicoes de fronteira de Neumann

Nesta subsecao, a fim de reescrever o problema (3.1)-(3.5) com condi¢des de

fronteira (3.7) como um problema abstrato de Cauchy, iremos considerar o espaco de fase
H = H(0,L) x L?(0, L) x Hy(0,L) x L*(0, L) x L*(0, L) x L*(0, L),
o qual € um espaco de Hilbert com produto interno usual dado por
L J— = = = ~ ~
(U, Uy = / [gozgéz + OD + P,1p, + VU + 00 + ﬁﬂ dr,
0
cuja norma que provém desse produto interno é dada por
L
OB = [ [louP 0P+ U P+0P+[9] do
0
para quaisquer U = (p, ®, ¢, ¥, 0,9),U = (4, ®,4, ¥, 0,9) € H. Lembrando que
L
L*0,L) = {uELQ(O,L) u(x } = {ueHl(O,L);/ u(:p)dsz}.
0
Considere agora em H o seguinte produto interno dado por:
L =~ = = - ~_ ~ =
(U0 = / (210® + o0 + bohy + k(s + ) (P + 1) + 380 + pad)| dar, (3.35)
0
cuja norma proveniente desse produto interno é
L
10115 = / 1D+ ol 2 Bl Klips + G + pl0 4+ pal9] dz, (3.36)
0
para quaisquer U = (o, ®, 1, ¥, 0,9), U= (@,Cﬁ,@&, \il,é,ig‘) € H.

Usando propriedades do produto interno em L? obtemos que (3.35) define um

produto interno. E como L?, L?, H} e H! sdo espagos de Banach, segue que H com a norma
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usual |.|3; € um espaco de Hilbert, uma vez que a norma provém desse produto interno.

No préximo lema, vamos mostrar que a norma usual e a norma dada em (3.36)
sdo equivalentes, de onde seguird que o espaco H também € um espaco de Hilbert com o produto
interno (3.35).

Lema 3.7. A norma || - || definida em (3.36) é equivalente a norma usual | - |3 de H.

Demonstracdo. A demonstracio segue de maneira andloga a demonstracdo do Lema 3.1, ob-

servando que ||u||3;, = |lu||*, para qualquer u € H}. O
*

Analogamente ao caso da subse¢do anterior, considerando ® = p; e ¥ = 1/,
reescrevemos o problema (3.1)-(3.5) com condi¢des de fronteira (3.7) como um problema de

valor inicial dado por

5 (3.37)

Ui = AU, t>0

onde U = (907(1)77707\1179719)71’ U(O) = (9007%,@50»%[)1790,190) = UO CA : D(A) CH— H €

o operador linear definido por

D(A) = {U EH | p,,0,0 € H, 0,,0,0,,0 € HY(0,L) e ® € Hj}, (3.38)
e
)
k m
P1 P1
Y
AU = b k m o 3.39
P2 P2 m P2 P2
P3 c P3 o
P4 P4

Os resultados a seguir garantem a existéncia e unicidade de solugdo para o
problema de Cauchy (3.37) e, consequentemente, para o sistema (3.1)-(3.5) com condig¢des de
fronteira (3.7), observando que nesta subsec@o as demonstragdes seguem muito parecidas com

as demonstragdes da subsecdo anterior.

Teorema 3.8. Seja A : D(A) C H — H dado em (3.38)-(3.39). Entdo, A é um operador

dissipativo.

Demonstragdo. A demonstracio € andloga ao Teorema 3.2 observando que, mesmo com as
condi¢des de fronteira (3.7), nas integragdes por partes os termos pontuais de fronteira também

sdo nulos. O]
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Nosso préximo passo é mostrar que o operador [ — A : D(A) C H — H é

sobrejetor. Para isso, um lema técnico se faz necessario.

Lema 3.9. Dadas hy, hy € L2, hy, hs € L2, entdo o sistema

P19 — k(P + ¥)x +mby = hy,

pat) — bbuy + k(s +10) — mO + 09, = hy,
p3t — colux + Mm@y + 1) = ha,

pa¥ — Vs + 0y = hy, ,

possui uma vnica solugdo (p,v,0,9) € (HI N H?) x (Hjy N H?) x (H; N H?)

com ¢, 0, € Hy.
Demonstragcdo. Considere o espaco de Hilbert

H=H!x Hj x Hy x H,

com produto interno e norma dados por

L
o1 = | [wx|2+|¢x|2+|ex|2+|ﬂx|2} i

para todos U = (¢, v, 0, 19) = (¢ RN 19)

Defina a aplicacao a : HxH—-K por:

L - _
(U, U)5 = / [%E + by + 0,0, + 9,9, | d,
0

(3.40)
(3.41)
(3.42)
(3.43)

x (H} N H?),

~ o~ o~ L. — = = = ~
(0000, 3. 0.0.0) = [ [oneT+ 20D+ b+ 9197 + Ko+ 0)(Br +0)] d

L r — —_ =
+ / — ml(@y + ) + bpythy — oV, + b0,
0 L

L r - -_ -~
n / (s + )0+ 10,0, + a%ﬁ} dx
0 L

0. | o

(3.44)

Analogamente a (3.18), usando as desigualdades de Holder, Triangular e Poincaré temos que a

¢ uma forma sesquilinear continua e coerciva.

Novamente pelas desigualdades de Holder e Poincaré e de maneira andloga ao que foi feito em

(3.19), obtemos que o funcional antilinear ¢ : H — K dado por

=Y

¢(¢7 ’l;) é?

¢é continuo.

L — = =
) = / [hlé + hot) + hsf + h419] dz,
0
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Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um tnico (¢, v, 0,9) € H tal que

L
/0 plsoso + ot + ps00 + psID + k(. + ) (Ge + ) — mO(&, + w)}

L r - - - =~ — -~
bbathy — 90, + coBuly + m(py + )0 + 10,0, + awzﬁ} d (3.45)

0
L r e~ = =
/ I + hoto + hsf + hﬂ&l} dz,
0 L
para todo (¢ 15 0,9 ) e Considere ¢ € H! qualquer e defina

o) =) - 7 [ ewar

para qualquer z € (0, L). Observe que £ € H' e

[ = [ [ax)—%/;g(t)dt] s
_ /OLg(ac)d:c— [%/jf(i)dt] [/Ome]

= 0. (3.46)
Logo, £ € H.
Considerando (3.45), em particular, para ¢ = e H! et =6 =19 =0 temos que:
L = = = L =
/ [ms&f + k(o + )€, — m@fx} dr = / hi€dx
0 0
ou seja,
L 1 [t _ _
/ p1p <§ - Z/ () da:) + k(pe + )€, —mbE, | dx
0 0
L 1 (L
= / h1 f——/ £(x)dx | dx.
0 L Jy
Logo,

L B L
+ k/ (pr + V), dr —m ¢, dx
0 0

pl/Owad:c— {%/OLé(fC)dx} [/OLsod:c
_ /OL hiEdx — E /OL £(z) dx} [/OL hy dx], (3.47)

para qualquer £ € H'.
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Como ¢, hy € H!, entdo de (3.47) segue que

L L L L L
,01/ gpfdx+/€/ goxéwd:v—i-k/ wﬁxdx—m/ Hfrdx:/ h.& dzx,
0 0 0 0 0

ou ainda,
L _ L _ _ _ _
b eedn = [ €~ g~ ko€, + moE,]
0 0

para qualquer £ € H'.
Usando integracdo por partes temos

L _ L 1 _
/ 0. E, dr = —/ [—( — g+ prop — Kb, + m9>] £du, (3.48)
0 0 k

. /

(Is)

para qualquer &£ € H'.

Sabemos que (3.48) € vilido, em particular, para ¢ € C} C H'. Como (I;) é composto por
fungdes de L?, ¢, € L? e vale (3.48) para qualquer £ € C}, segue da defini¢do de derivada
fraca que o, € H', de onde ¢ € H? e, além disso,

1
Pur = (= h+ prp = ko, +mb, ). (3.49)

ou seja, ¢ € H? N H! e vale (3.40).

Sabendo que ¢ € H?, usando integragio por partes em (3.48) temos que

L L _ L 1 _
_/ Soxxgdx: _/ —<—h1+P1%0—k%+m9x> fdl’,
0 0 o |k

substituindo (3.49), obtemos

0ol

@a(L)E(L) — 4(0)£(0) = 0, (3.50)

para qualquer ¢ € H'. Tomando, em particular, £ € C1[0, L] tal que

temos em (3.50) que ¢, (0) = 0. Portanto, o, € H_.
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Agora, considerando (3.45), em particular para z/; =¢(eCyCHlep= 0 = ¥ = 0 obtemos:
L B B 3 B 3 L
[ [t b+ )€ — i + b &, — o0, ] o = [ ha e
0 0

ou seja,

L . L 1 _
/@Dxfxdm:—/ [5<—h2+p21/)+k(gox+¢)—m9+m9x>]fdx,VﬁGC’é. (3.51)
0 0

N /

(Io)

Como (I) é composto por fungdes de L?, 1, € L? e vale (3.51) para todo &£ € C}, segue que
1, € H', de onde 1) € H? e, mais ainda,

wacz = %<_ h2ﬂ2¢+k(%+¢) _me—i_aﬂm)a

ou seja, 1 € H? N H} e vale (3.41).
Considerando (3.45), em particular, para@~ =¢(eClep= =1 =0, segue que

/OL [p;;@% + o€, +m(py + w)E] dr = /OL hs€ d,

ou seja,

L L1 —
/ 0,€, do = —/ [—( — by + paf) + mlpy + 1)) | Eda, VE € G, (3.52)
0 o |C

.

(I7)

Como (I;) é composto por fungdes de L%, 0, € L* e vale (3.52) segue que 0, € H', de onde

0 € H? e, mais ainda,

1

Co

Logo, § € H* N H} e vale (3.42).

Considerando novamente £ € H'! arbitrdria, j4 vimos em (3.46) que

o) =) -7 [ sware

Aplicando (3.45), em particular, para V==¢¢€ Hlep= Y =160=0, segue que

/OL [p419§ + clfﬁxgw + awwa dr = /OL h4gdx,



ou seja,

9 dx

L —
+Cl/ ng dx

hm

[ B
+a/ %fdx—{ /0L5 }/
_ /jhgdz—%[/o g()dtH/O h4da:],

para qualquer £ € H'.

hIQ

b

Lembrando que 9, hy € L2 e que ¢ € H}, segue que

/OLgmgxdx: _/OL [é(_h4+p4f}+g¢$>] Eda,

N /

(Is)

para qualquer £ € H'.
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(3.53)

Sabemos que (3.53) € valido, em particular, para & € C}, como (Ig) é composto por fungdes de

L? eV, € L?, segue que ¥, € H', de onde ¥} € H? e, mais ainda,

1
?9m_0—<—h4+9419+0¢x>7
1

Logo, ¥ € H> N H! e vale (3.43).

Além disso, usando integracao por partes em (3.53), segue que

OL—/OLﬁmgdx:—/oL [Cil(—h4+P419+U¢m>]dev

para qualquer £ € H'. Sendo assim, por (3.54) obtemos para qualquer ¢ € H' que

0.€

9o(L)E(L) — 92(0)€(0) =

(3.54)

(3.55)

Tomando & € C[0, L] com £(0) = 0 e £(L) = 1 em (3.55), obtemos que 9, (L) = 0. Por outro
lado, tomando £ € C*[0, L] com £(0) = 1 e £(L) = 0, obtemos que 9, (0) = 0. Logo, ¥, € H{,

o que conclui a demonstragdo do lema.

]

Teorema 3.10. Seja A : D(A) C H — H dado em (3.38)-(3.39). Entdo, o operador

I —A:D(A) CH — H ésobrejetor.

Demonstracdo. Dado F' = (f1, fa2, f3, f1, [5, f6) € H arbitrdrio, analogamente ao Teorema 3.4,



queremos encontrar
U = (¢,®,9,0,0,9) € D(A),

tal que
Y — o = f17
pl(D - k(@x +w)x +m9x = p1f27
w -V = f37

pQ\D - br(/}:m: + k(‘px + w> —mb + Uﬁx = p2f47
P38 — cobpy +m(Py + V) = p3fs,
ps¥ — 1Vsp + 0V, = pyf.

Com efeito, considere as seguintes funcodes

hi = pifa+ prf1,

ha = pafa+ p2fs,

hs = psfs +m(f1)e +mfs,
hy = pafs +o(f3)z.

Como hi, hy € L? e hy, hy € L?, pelo Lema 3.9, obtemos que o sistema
¥ p q

p1e — k(oz + )y +mb, = p1fo+ p1fi,

p2t) — 0bry + k(pr + 1) — mb + 00, = pafs + pafs,
p30 — cobze + mpe + ) = p3fs + m(f1)e +mfs,
paV¥ — C10sp + oYy = pafs + o (f3)T,
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(3.56)
(3.57)
(3.58)
(3.59)
(3.60)
(3.61)

(3.62)
(3.63)
(3.64)
(3.65)

possui uma tnica solugdo (o, v, 0,9) € (H} N H?) x (Hj N H?) x (Hy N H?) x (H} N H?),

com p,,J, € H}.

Considere (¢, 1, 6,1) a solugio de (3.62)-(3.65). Tome ® = ¢ — f; e U = ) — f3, observe que
e H!'eVeHl jiquep, f1 € H e, f3 € H}. Assim, U = (o, ®,9,¥,0,9) € D(A).

Além disso, @ e ¥ sdo solucdes de (3.56) e (3.58), respectivamente. Vamos mostrar que U

satisfaz (3.56)-(3.61).
De (3.62) temos que

p1( — f1) = k(e + U)o + mby = p1fo,

e substituindo ® = ¢ — fi, segue que

qu) — k’(gﬁx + ¢)az + mex = plan
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ou seja, vale (3.57). Agora, de (3.63) temos que

Substituindo ¥ = 1) — f3 obtemos

pQ\D - bwazx + k(@x + @D) —mb + 0-/1956 = p2f47

ou seja, vale (3.59). De (3.64) temos que

P30 — colpz + Mgz — (f1)z + ¥ — f3) = p3fs.

Substituindo ® = ¢ — f; e ¥ =1 — f3 obtemos
P39 - Cﬂemc + m<q)x + \D) = p3f5a

ou seja, vale (3.60). Por fim, de (3.65) temos que

,0479 - Clﬁxaﬁ + U(wx - (f3):13) = /04f67

substituindo ¥ = ¢ — f3 segue que
pa¥ — 1y + 0V, = pyfs,

ou seja, vale (3.61). Portanto, U = (¢, ®,v, ¥, 0,9) € D(A) e satisfaz (3.56)-(3.61), como

queriamos. [

Com isto, podemos enunciar o seguinte teorema de existéncia e unicidade
para o P.V.I. (3.37).

Teorema 3.11. Se Uy € D(A), entdo o problema (3.37) admite uma vinica solugcdo
U € C([0,00), D(A)) N C*([0,00), H).

Demonstracdo. Obtemos dos teoremas 3.8 e 3.10 que o operador A € dissipativo em 7 e que

(I —A): D(A) C H — H éum operador sobrejetor. Analogamente a prova do Teorema 3.5,

concluimos que D(A) = H. Pelo Teorema 2.67 segue que A é um gerador infinitesimal de um

Cy-semigrupo de contragdes T'(t) = e’ em H. Portanto, a prova do Teorema 3.11 segue do

Teorema 2.69. ]
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3.2 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Nosso objetivo nesta se¢do € mostrar que o problema (3.1)-(3.5) com as con-
di¢des de fronteira (3.6) ou (3.7) é exponencialmente estdvel independente da igualdade de
velocidade de propagagdo de ondas, isto é, ndo precisamos assumir (1.6).

Seja A : D(A) C ‘H — H definido em (3.11)-(3.12) para a condigdo de
fronteira (3.6) (ou em (3.38)-(3.39), para a condicdo de fronteira (3.7)). Pelo Teorema 2.71,
precisamos mostrar que

iR C p(A)

lim sup ||(iB1 — A) Y|z < oo
B—o0

Inicialmente, considere a equacgao resolvente
iU — AU = F, (3.66)

onde 3 € R, U = (p, 0,9, V,0,.0)T € D(A),F = (f1, fo, f3, [1, [5, f6)T € H e Aé definido
em (3.11)-(3.12) (ou em (3.38)-(3.39)).

Reescrevendo (3.66) em termos de suas componentes, obtemos:

i —®=fi, (3.67)

iBp1® — k(pe +10)s + mby = p1fa, (3.68)

1Py — U = fs, (3.69)

iBpaV — by + k(s + ) —mb + 00, = pafa, (3.70)
168p30 — colpe +m(Py + V) = p3fs, (3.71)

18ps0 — c1¥4 + 0V, = pafe. (3.72)

Nosso préximo objetivo é mostrar que iR C p(A), independente da condigdo
de fronteira considerada. Primeiro mostraremos que 0 € p(A), para isso alguns lemas serdo

necessarios.

Lema 3.12. Seja A : D(A) C H — H definido em (3.11)-(3.12). Entdo, o operador —A é
bijetor.

Demonstracdo. Dado F' = (f1, fo, f3, fa, [5, fs) € H, precisamos encontrar um tnico
U= (¢,0,9,9,0,9) € D(A) que é solugio de —AU = F, ou equivalentemente, que é

solucdo de
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—d = f1, (3.73)

—k(pg + 1)z +mb, = p1 fo, (3.74)

W= f, (3.75)

—bp + k(0 + ) —mb + 0V, = pafa, (3.76)
—Cobzz +m(Py + W) = p3fs, (3.77)

—C1Upyp + 0V, = pyfe. (3.78)

De (3.73) € (3.75) basta considerarmos ® = —f; € H} e ¥ = —f3 € H}. Substituindo em
(3.74), (3.76)-(3.78), obtemos:

—k(pz + )y +mby = p1fo, (3.79)

—bs + k(pz + 1) —mb + 00, = p2 fa, (3.80)
—Coblee = pafs +m((f1)z + f3), (3.81)

—C1V0zz = pafo + 0(f3)z- (3.82)

Considere a forma sesquilinear
a:(Hy x Hy x HY x Hy) x (Hy x Hy x Hy x H}) - K

definida por

(00,09, (. 05.0.0) = [ [Keat 0)0 ) = w3, +0)] da

L o o - —_
+Q/[wmmﬂmw+%@@+qmm}m
0

Andlogo a demonstragdo do Lema 3.3, obtemos que a é uma forma sesquilinear continua e
coerciva.

Considere agora, o funcional antilinear ¢ : H} x H} x H} x H} — K dado por

o(p, 1,

Ne)

L — = =
775) = /0v |:p1f2$ =+ 02f4¢ + [m<<fl>x + f3) + p3f5}0 + [J(fB)m + ;04f6] 19:| dzx.

De maneira andloga ao que fizemos para ¢ definido em (3.19), obtemos que 95 € continuo. Logo,
pelo Teorema de Lax-Milgram temos que existe um dnico (¢, 1, 0,9) € H} x H} x H} x H}

tal que

a((p,,0,9), ($,1,0,9)) = 6((p,,0,9)), V(¢,9,0,0) € Hy x Hy x Hy x Hy,
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ou seja, existe unica (¢, 1, 0,9) € H} x H} x Hi x H} que satisfaz

L — J— J— —
0

L - = =
= /0 [ﬂlfzé + p2fa0 + [m((f1)e + f3) + p3f5]0 + [0(f3)a + P4f6}?9] dr. (3.83)

Aplicando (3.83) para os casos particulares ¢ = & € C}, 1; =0=9=0 segue que

L L
| [t + 008, — e | do = [ i€
0 0
ou seja,
L L 3 3 3
| kerkode= [ [oin - ko€, + moE,] o
0 0
usando integracdo por partes obtemos
L L1 —
/0 0ot d = —/0 E( — pufs — ki + b, ) | Eda, VE € G, (3.84)

(. /

(A1)

Como (A;) € composto por fungdes de L2, o, € L? e vale (3.84), segue da definigdo de derivada
fraca que o, € H', de onde ¢ € H?, e, além disso,

(= p1fo = ke +mb),

=

Praz =

ou seja, vale (3.79).
Agora, aplicando (3.83), parat) = £ € C} € H} e p = 6 = 0 = 0, obtemos:

/OL [k(%? + )€ — mbE + b€, — 0?953;] dx = /OL pafa€ dz,

onde usando integracdo por partes obtemos

L L 1 _
/ ok, da = — / [5(—p2f4+k(wx+w>—m9+m9x)]sdx,V5ecé- (3.85)
0 0

. /

(A2)

Como (Ay) € composto por fungdes de L2, ¢, € L? e vale (3.85), segue que ¢, € H', de onde
obtemos que ¢ € H? e, mais ainda,

ou seja, vale (3.80).
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Considerando (3.83) paraé =(eCiep= 1/; =9 =0, segue que

L B L 3
/ o0, dv = / [m((fl)x + f3) + P3f5]5d9€,
0 0

ou seja,

0

L Ll ~
/ 0.8, dx = —/ [— [ —m((f1)e + f3) — P3f5]] Edx, V¢ € Cy. (3.86)
0 o |C

N

(43)
Como (A3) é composto por fungdes de L?, 0, € L? e vale (3.86) segue que 0, € H', de onde
0 € H? e, mais ainda, .
ezmz = a( - m((fl):r + f3) - P3f5>7
ou seja, vale (3.81).

Por fim, usando (3.83), em particular para V=¢e Ciep= ¥ = 6§ = 0, obtemos

/OL 10,€, do = /OL (0(]‘"3)3c + P4f6)gdx,
ou ainda,

C1

N J/

/OL 19;;;5,,3 dr — — /OL [l( —0o(f3)e — P4f6)] Edx, VE € Cé‘ (3.87)

(Ax)
Como (A4) é composto por fungdes de L?, 9, € L? e vale (3.87) segue que 9, € H', de onde
Y € H? e, mais ainda,

Ve = l( —0(f3)z — p4f6>7

C1
ou seja, vale (3.82). Logo, (¢, ®,¢,V,0,9) € D(A) e é solugdo de (3.73)-(3.78), como que-

riamos. O]

Lema 3.13. Seja A : D(A) C H — H definido em (3.38)-(3.39). Entdo, o operador —A é
bijetor.

Demonstracdo. Dado F' = (f1, f2, f3, f4, [5, f¢) € H precisamos encontrar um Unico
U= (¢,P,9,9,0,9) € D(A) que é solugdo de —AU = F, ou equivalentemente, que é

solugdo do sistema
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o = fi, (3.88)

—k(pg + 1)z +mb, = p1 fo, (3.89)

W= o, (3.90)

—bp + k(0 + ) —mb + 0V, = pafa, (3.91)
—Colzz +m(Py + V) = p3fs, (3.92)

=1V + 0V = pafe. (3.93)

De (3.88) € (3.90) consideremos ® = —f; € H! e U = —f3 € H}. Substituindo em (3.89),
(3.91)-(3.93), obtemos:

—k(pz + )z + mb, = p1 fo, (3.94)

—bs + k(pz + 1) —mb + 00, = p2 fa, (3.95)
—Coblee = pafs +m((f1)z + f3), (3.96)

—C1V0zz = pafo + 0(f3)z- (3.97)

Considere a forma sesquilinear
a:(H! x Hy x HY x H) x (H! x Hy x H} x H}) - K

definida por

(00,09, (. 63.0.0) = [ [Keat 0)0 ) = w3 +0)] da

L o o - —_
+ / [bwmm — o0, + cofyl, + 01?933194 dz.
0

Analogamente a demonstracdo do Lema 3.12, obtemos que a é¢ uma forma continua e coerciva.

Agora, considere o funcional antilinear ¢ : H! x H} x H} x H! — K dado por

~ o~ o~ L _ — — —
(@, ¢,0,9) = /0 [P1f295 + pafah + (M((f1)e + f3) + p3fs)0 + (0(f3)e + P4f6)?9] dx.

Observe que, de maneira andloga a (3.19), obtemos que ¢ é continuo. Logo, pelo Teorema de

Lax-Milgram, temos que existe tnico (¢, ,0,9) € H! x H} x H} x H! tal que

a((p,1,0,9), (¢,4,0,0)) = ¢((p,1,0,9)), Y(@,1,0,9) € HE x H} x H} x H!, (3.98)
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ou seja, existe Unica (p,v,0,9) € H! x H} x H} x H! que é solugio de

L . . _ _
0
L - = >~
= /0 [ﬂlfzé + pafay + (m((f1)e + f5) + p3f5)0 + (0(f3)s + ,04f6)19] dzx. (3.99)

Considere ¢ € H! qualquer e defina

5(m)z§(m)—%/o E(t)dt, Vze(0,L).

L
Note que £ € H! e de (3.46) obtemos que / &(x) dx = 0, de onde temos que £ € H.
0 ~

Considerando (3.99), em particular, para ¢ = é € Hle Y =0 =19 =0 temos que:

k(o + 0 —mbE ] do = [ e,
0 0

ou seja,

L L L
/0 [k(%Jr%U)gx—m@gx] dx = /O pLfa (f— % /0 &(t) dt) da, (3.100)

para qualquer £ € H'. Como, neste caso, f, € L2, logo de (3.100) segue que

k/OL Pol, dr = /OL [Plf2§ — kY, + megx:| dzx,

para qualquer £ € H'. Usando integragio por partes temos

/OL 02, dr = — /OL [%< — pifo— kv, + m0x>] Edx, (3.101)

.

(As)

para qualquer £ € H'. Sabemos que (3.101) é vélido, em particular, para ¢ € Cj C H'. Logo
como (A5) é composto por fungdes de L?, o, € L? e vale (3.101) para qualquer ¢ € C}, segue
da defini¢do de derivada fraca que ¢, € H', de onde ¢ € H? e, além disso,

1
Paz = E( — p1fe — ko + m9z>, (3.102)

ou seja, vale (3.94).
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Sabendo que ¢ € H?, usando integracdo por partes em (3.101) temos que

o /OL ool da = —/OL E( — pife — ki +mex)]de,

0

n3

e usando (3.102), segue que

@ (L)E(L) — 4(0)£(0) = 0, (3.103)

para qualquer ¢ € H'. Tomando, em particular, £ € C'[0, L] tal que

temos em (3.103) que ¢, (0) = 0. Portanto, ¢, € H;.
Agora, considerando (3.99) em particular para 1; =(eC}CHlep= 6 = 9 = 0, obtemos:

/O g [,{(% )€ — mOE + b, — m%x] dx = /0 ’ p2fi€ dz,

onde usando integracio por partes obtemos

L L 1 —_
/ V€, dor = —/ [g( — pofat+ k(ps +1) —mb + 01927)] Edr, Ve € Cy. (3.104)
0 0

/

(Ao)

Como (Ag) é composto por fungdes de L2, ¢, € L? e vale (3.104), segue que ¢, € H', de
onde obtemos que 1) € H? e, mais ainda,

1

ou seja, vale (3.95).
Considerando (3.99) paraé =(eClep= ) =1=0, segue que

L 3 L 3
/ 00§, dr = / [m((fl)a: + f3) + P3f5]§d$,
0 0
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ou seja,

/OL 0,&,dr = — /OL [1( —m((fi)e + f3) = Psfs)] Eda, VE € C}. (3.105)

Co

(A7)

Como (A7) é composto por fungdes de L2, 0, € L* e vale (3.105) segue que 0, € H', de onde
0 € H? e, mais ainda,

e = %( —m((f1)z + f3) — 03f5>7

0
ou seja, vale (3.96).

Considerando novamente ¢ € H' arbitréria, defina para todo = € (0, L)

(o) = €(a) — / (t) dt

L
Entdo & € H!, pois ja vimos em (3.46) que / £(z) dx = 0.
- /0 - -
Aplicando (3.99), em particular, para) = £ € H! e p = 1) = 0 = 0, segue que
L _ L _
| etidoda= [ ot + pusiléd
0 0
ou seja,
L L _ 1 L L
o [ 0kdo= [ ot +punlear— 1| [ea] | [ (ot + pusi] as]
0 0 0 0

para qualquer £ € H'. Lembrando que f3 € H} e fs € L?, segue que

/0 0 - - /O L [cll( — ol fa)s - p4f6)] Eda. (3.106)

N /

(As)

para qualquer £ € H'. Sabemos que (3.106) é vélido, em particular, para ¢ € C} e como (Ag)

é composto por funcdes de L2, 9, € L?, segue que ¥, € H', de onde ¥ € H? e, mais ainda,

Vow = L ( —0(fs)e — /)4f6> ; (3.107)

&1

ou seja, vale (3.97).



60

Além disso, usando integracao por partes em (3.106), segue que

j— /OLﬁmfd:v = —/OL L%( —0o(f3)z _P4f6>E] dz,

para qualquer £ € H'. Sendo assim, por (3.107), obtemos para qualquer ¢ € H! que

V€

Ox(L)E(L) = 92(0)€(0) = 0. (3.108)

Tomando ¢ € C'[0, L] com £(0) = 0 e (L) = 1 em (3.108), obtemos que (L) = 0. Por
outro lado, tomando & € C'[0, L] com £(0) = 1 e &(L) = 0, obtemos que ¥,(0) = 0. Logo,
¥, € Hi, o que conclui a demonstracdo do lema.

O

Lema 3.14. Seja A : D(A) C H — H definido em (3.11)-(3.12). Entdo, o operador (—A)~! é

limitado em H.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que existe C' > 0 tal que ||(—A) ™' (F)||% < C||F||3, para
todo F' € H. Mas como —A ¢ bijetor temos que dado F' € H existe um tnico U € D(A) tal
que —AU = F, ou seja, (—A)"'F = U. Além disso, U satisfaz o sistema:

—® = f], (3.109)

—k(pr + )0+ mby = p1fo, (3.110)

—U = f,, (3.111)

—bte + k(e + ) —mb + 00, = pafi, (3.112)
—Colzz + m( Py + V) = p3fs, (3.113)

—C1U0gs + 0V, = pufs. (3.114)

No que segue, as constantes C;, 7 = 1,...9, dependem apenas dos coeficientes do sistema e da
constante de Poincaré c,,.

Usando (3.109) e as desigualdades Triangular e de Poincaré, obtemos que
121 = 1/1l* < ell(f)all® < 260l (f1)e + S5l + 261 (fo)al* < CLllFIG. (3.119)
Analogamente, de (3.111) obtemos que
I)* = 11f1* < el (fs)al1* < Call FII3,- (3.116)

Multiplicando (3.114) por ¥, integrando em (0, ), usando integracéo por partes e o fato que
¥ = — f3, obtemos

Cl<79rﬂ9w) = (p4f6 + U<f3>x719)'
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Pela Desigualdade de Cauchy-Scharwz, temos que

all9all* < Hpafo + o (fs)e, )| < llpafs + o (f3)all19]].

Agora, usando as desigualdades de Poincaré e Triangular segue que
c
911" < cpllal* < o [Pall S6l1I21 + ol (F)a M1 | < CllU el (3.117)

Multiplicando (3.113) por 6, integrando em (0, L), usando integra¢do por partes e o fato que
® =—f eV = —f3, obtemos

co(0z, 02) = (p3fs +m(f1)e +mf3,0).

Pela Desigualdade de Cauchy-Scharwz obtemos

collfxlI> < [(psfs + m(f1)e + mfs, 0)] < |lpsfs + m(f1)z + mfs]|]|6]),

e pelas desigualdades de Poincaré e Triangular, temos que

C
101 < cpll6a1* < [ps\lfsllllell +m| ()01 + mesHH@H] < Cul|Ullael| [l (3.118)

Cp
Co
Agora, multiplicando (3.112) por v, integrando em (0, L) e usando integragdo por partes, segue

que

b(¢xa ¢x) + k((px + ¢7 @/}) - m<97 ¢) - 0-(197 77Z}ac) = p2(f47 ¢) (3119)

Por outro lado, multiplicando (3.110) por ¢, integrando em (0, L) e usando integragdo por

partes, segue que

Somando (3.119) e (3.120) obtemos

b(Va, Ve) + k(pz + 0, 00 + 1) = m(0, pp + ) — (0, 92) = p2(fa, V) + p1(f2, 0),

ou seja,

bllvoull® + Ellpa + ¥ II* = m(0, 0o + ) — 0(0,4) = pa(fa,¥) + pr(fo, ).

Usando as desigualdades de Holder e Poincaré, obtemos

bllvall® + Ellgs + II* < mllollllgs + Il + olldlllve]l + pacoll fall la]l + prcpll falllall,
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k
e aplicando a Desigualdade de Young para ¢; = 5 €€y = 5 segue que

bllve || + klls + 9II* <

NN

2 m? 2, b 2 o’ 2
llpw + DI+ S MO17 + Slall” + S 917 + Cs U130,

ou seja,
b s k s o m* . a
— ||V —||Yz < —1|0 — |19 Cs||U ||| F|| -
2l + Sllow + 12 < IR + 191 + ColU | Flle

Logo, usando (3.117) e (3.118), obtemos
bllvoal® + Kllow + ¢l1* < Col| Ul F I3 (3.121)
Dessa forma, de (3.115), (3.116), (3.117), (3.118) e (3.121), obtemos que

1015 = el @I + p2ll I + Bllvsal* + Klles + 11* + psllO]]* + pal 9]
< GIlIFIP + Gl Ul F [l

e aplicando a Desigualdade de Young, temos que

2 2, 1 . G 2
IV, < CHlIFI?+ 101, + = FII,
ou seja,
1 2 2 C(82 2
SO = GlEN" + =1 F
Logo,

UG, < GollFIR,.
Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que
(=A™ (E)lw < ClIF[lse,  VF € H.

O

Lema 3.15. Seja A : D(A) C H — H definido em (3.38)-(3.39). Entdo, o operador (—A)™! é

limitado em H.

Demonstracdo. A demonstragdo é andloga a demonstracdo do Lema 3.14, observando que os

termos pontuais de fronteira também se anulam. O

Lema 3.16. Seja A : D(A) C H — H definido em (3.11)-(3.12) (ou em (3.38)-(3.39)). Entdo,
0 € p(A).
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Demonstragdo. Dos lemas 3.12, 3.13, 3.14 e 3.15 temos que o operador (—A)~! existe e é

limitado. Como D((—A)™!) = H temos que D((—A)™!) é denso em H. Logo, 0 € p(A). [

Nosso préximo passo é mostrar que iS5 € p(A), para qualquer 5 € R com
B # 0. A fim de facilitar a demonstrac¢ao desse resultado, mostraremos primeiro que o espectro
o(A) do operador A é formado apenas por autovalores, onde A : D(A) C H — H foi definido
em (3.11)-(3.12) (ou em (3.38)-(3.39)).

Lema 3.17. Seja A : D(A) C H — H definido em (3.11)-(3.12). Entdo, o espectro o(A) do

operador A ¢ formado apenas por autovalores de A.

Demonstragdo. Pelas proposicoes 2.30 e 2.32, basta mostrarmos que a aplicac¢ao inclusao

i+ (D(A), [|-lpcay) = (H, |[-[l50)

é compacta. Para isso, considere {U, },cy uma sequéncia limitada pela norma do grifico em
D(A) tal que U,, = (¢", ™, ¢", U™ 6™, 9"), Vn € N. Precisamos mostrar que {U,, },en possui
uma subsequéncia {U,,}, .,y que converge em (7, ||.|}3) com N' C N.

De (3.13), temos que

, ; 1 1
ol 1” + cllO31° = [Re(AU, Un)ul < 51 AU, + 51Unllz < [1Unllbiay,

ou seja, {07 },en € {U" }en sdo limitadas em L. Por outro lado, note que

1Unlipeay = [1Unlls + | AUR[l5
= ™ + 1™ + 1" 5 + 1212+ 1671 + 071 + 2" [1%,

2 2

k m b k m o
4 v n+ n _ Zpn +\I/n2 + oagn v n+ n_i_ian_iﬂn
H o (pr w )I o x ” HH& 02 w:(::r 02 (()0:1: Tﬂ ) 02 02 T
2 2
co m c1 o
+ Dgn _ Z(pn + g + ‘ Zgn 2 gn
03 Tx /33( T ) 4 Tx o4 T

Assim {¢" }nen € {1 }hen sdo limitadas em H', e usando a Desigualdade Triangular obtemos
que {¢" }nen € {¥" }nen sdo limitadas em L2,

Como {p" }.en € limitada em L? e {¢"},cn € limitada em H' temos que {¢"},,cn € limitada
em H?2. Pelo Teorema 2.61 temos que 7 : (H?, ||.||g2) — (H',||.||z1) é compacta, logo existe
{¢"}nen, subsequéncia de {¢"},en € ¢ € H' tais que ||¢" — ||z — 0. Mas ™ € H| para
todo n € N; e como H} é completo segue que ¢ € H_.

Analogamente obtemos que {1)" },,cn, € limitada em H?, de onde existem {¢" },,cn, subsequén-
cia de {¢"}en, € ¥ € H' tais que ||[¢" — ¢||gn — 0. E como, ¥ € Hj para todo n € N,
obtemos que ¢ € Hg.

Observe ainda que a sequéncia {®"},cy, € limitada em H'. Pelo Teorema 2.61 temos que a

inclusdo ¢ : (H', ||.||g1) — (CI0, L], ||.||oc) é compacta, logo existe { "}, cn, subsequéncia de



64

{P"}hen, € @ € C0, L] tais que || @™ — P||o — 0. Mas,

L
0< " —@|* = / 0" () — ®(z)[*dz < sup |0"(z) — O(x)]’L = L||" — D],
0

z€[0,L]

de onde, ||®™ — ®||> — 0. Como ®" € L? paratodo n € N3 e L* € completo segue que ¢ € L.
Seguindo 0 mesmo raciocinio € usando o fato que {¥"},cy, € limitada em H', segue que
existem {U"}, cn, subsequéncia de {U"},cn,e U € L? tais que || U" — ¥|| — 0.

Agora, como {0"},,cn, € {0" }nen, sdo limitadas em L? segue que {6"},,cn, € limitada em H'.
Analogamente aos casos anteriores obtemos que existem {6"},cn. subsequéncia de {0"},cn, €
0 € L? tais que ||6" — 6] — 0.

Da mesma maneira, temos que {U"},cn, € limitada em H', de onde existem {9"},cy, sub-
sequéncia de {9"},en, € ¥ € L tais que |[9" — 9| — 0.

Considere U = (¢, ®,9, ¥, 0,9) € H e {U"}, .y subsequéncia de {U"}, ey com N = Ng.

Assim,

[0 = Ul = llg" = @l + 19" = @ + v — w3,
LA R R e T/

Portanto, a subsequéncia {U"}, v converge para U em (H, ||.|l»). O

Lema 3.18. Seja A : D(A) C ‘H — H definido em (3.38)-(3.39). Entdo, o espectro o(A) do

operador A é formado apenas por autovalores de A.

Demonstragdo. A demonstragio € andloga a demonstra¢do do Lema 3.17, observando que H!

e L? também sdo completos. ]
Lema 3.19. Seja A definido em (3.11)-(3.12) (ou em (3.38)-(3.39)). Entdo, iR C p(A).

Demonstracdo. Seja 5 € R arbitrdrio, precisamos mostrar que i3 € p(A). Pelo Lema 3.16
temos que 0 € p(A).

Considere 5 € R com 5 # 0 e suponha que i3 ¢ p(A). Logo, i5 € o(A). Pelos lemas 3.17
e 3.18 temos que iJ é autovalor de A, isto &, existe U € D(A) nao nulo tal que AU = i8U.

Dessa forma, temos que
Re(AU,U)y = Re(iBU,U)y = Re[iB(U,U)y| = Re[iB||U|3,] = 0.
Por outro lado, ja vimos que
Re(AU, U)y = —collfa]|* — 1|9 ]|*.
Logo,

0 = collf ]| + ca |9 1%,
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de onde segue que [|0]|3,, = [|U]|3,, = 0 e, consequentemente, § = ¥ = 0.

0 0
Além disso, como AU = iSU, temos que U satisfaz a equacio resolvente (3.66) com F' = 0.
Substituindo § =19 = 0 e F' = 0 em (3.66), obtemos

iBp—® =0, (3.122)

iBp1® — k(pz + 1) =0, (3.123)

iB — U =0, (3.124)

iBpaW — by + k(s +10) =0, (3.125)
m(®, 4+ U) = 0, (3.126)

o, = 0. (3.127)

De (3.122) e (3.124), obtemos que ® = 18p e ¥ = ¢5¢. Além disso, de (3.126) segue que
®, + ¥ = 0, de onde obtemos ¢, = —. Usando esta igualdade em (3.123) obtemos que
18p1® = 0,logo p =P = 0.

De (3.127) segue que ¥, = 0, ou seja, ¥, = 0. Assim de (3.125) obtemos que iSp, ¥V = 0, ou
seja, Yy =V =0.

Logo, o = & = ¢ = ¥ = 0, ou seja, U = 0 o que é uma contradi¢do. Portanto, i € p(A) para
qualquer 8 € R. O

Seja A : D(A) C H — H definido em (3.11)-(3.12) (ou em (3.38)-(3.39)).
Nosso préximo passo € mostrar que Blirn sup ||(¢81 — A)7'|z(my < oo. Mas, observe que
—00

G
1GBI = A) | gy = sup { GBI = A)tF
1F ]

Além disso, como iR C p(A) temos que dada F' € H existe um tdnico
U € D(A) tal que ifU — AU = F, ouseja, U = (ifI — A)"'F. Assim, dada F € H

vamos mostrar que existe C' > 0 tal que ||U|| < C||F||4. Para isto, vamos inicialmente

,FE’H,F;AO}.

majorar cada parcela da norma de ||U||#, como veremos nos préximos lemas.

Lema 3.20. Se U € D(A) é solugdo da equagdo resolvente (3.66), entdo existe uma constante
C1 > 0 tal que
10211 + 192" < CLllU el Flle-

Demonstracdo. De (3.66) e (3.13) temos que

Re(U,F)y, = Re(U,iBU — AU)y = Re(U,iBU)y — Re(U, AU )y,
= Re(—iB||U|3,) — Re(U, AU)y
= —Re(U, AU)y
= ol + el



66

e pela Desigualdade de Cauchy Schwarz obtemos que
collOall® + cll9al* < U ll5l | F I3

Logo,
10211 + 19211 < CLlU I3l Fllae,
onde ] = ; ]
min{co, ¢1 }

Podemos observar que o Lema 3.20 independe da condicdo de fronteira do
problema. Para que isto continue sendo vélido para os proximos resultados vamos considerar
estimativas locais. Sejaly € (0, L) e § > 0 arbitrarios tal que (lo—¢, lo+0) C (0, L). Considere
uma fungio s € C?(0, L) satisfazendo

supp(s) C (lo — 0,1y +9),0 < s(x) < 1,Vx € (0, L), (3.128)
) J
S(LC): 1,Vx € lo—§,l0—|—§ , (3.129)

como mostra a figura abaixo:

lo+6 L

—
=]

| +
=2}

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1 1
1 1
Iy -
o

|mmmgmmmmmm e e

o~
)
NS,

Iy

N | S

Figura 3.1: Grafico da fungdo s

Lema 3.21. Se U € D(A) é solucdo da equagdo resolvente (3.66), entdo dado € > 0 existe

uma constante C, > 0 tal que

lo+3 €
| Vet v do < 10+ AP, 131> 1

0=3
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Demonstragdo. Usando as equacdes (3.67) e (3.69) obtemos que

® = ifp— fi,
U = ify— fs,

e substituindo ® e ¥ em (3.71), obtemos que

iBp36 — cobpa + mif (e + V) = p3fs +m((f1)z + f3).

Multiplicando por sk(p, + 1) e integrando sobre (0, L), segue que

L
/0 [wpgesu—% T0) — cobask(z T 0) + miBlgs +4)sk(z T 0) | do
L
= /0 [P3f5+m((f1)x+f3)]5k(%+¢) dz,

ou ainda, usando integra¢do por partes temos que

L L
iﬁmk:/o s|pe+1|? de = k/o slpsfs + m((f1)z + f3)](pz +¢) dx
L L
+ ks /0 SO0[iB(a + 0] dz + kb s(Pn T D)

0
L
~ /0 0,5k (s T 0)]. da.

Observe que devido a fungdo s anula-se os termos de bordo na condic¢do de fronteira (3.6).
Logo,

L L
iBmk /0 slontv |2 de = k /0 slosfs + m((f1)e + f3)](@n + ) da
L - L -
+ kps /0 s6[iB(ps + ) d — co /O 0. (5'k(70 ¥ )] da

L
= e / 0, [sk(zs T 0).] da. (3.130)
0

Considerando,
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obtemos em (3.130) que

L L
zﬂmk/o slpe + Y)?dr = k/o slpsfs + m((f1)z + f3)] (z + ¥) d

L
- cokz/ 80, (pg + ) dx + I + . (3.131)
0

Pela equacido (3.68) segue que
k(@z + w>x = —i6016 + m% - p1E7

assim,

L L L
I, = coz'ﬁpl/ $0,® dr — com/ 5|0, |* dw + copl/ 56, fo da. (3.132)
0 0 0
Por outro lado, das equagdes (3.67) e (3.69) temos que

Zﬁ(@w +¢) :6m + (E)w +E+E7

onde substituindo em /5 e usando integrac@o por partes obtemos

L

L L L
I, = kps3sO®| — k;p3/ (50),® dx + k’p3/ sOU dx + kpg/ sO((f1)e + f3) dx,
0 0 0

0

ou seja,

L L L
I = —k‘pg/ (50),® dx + k‘pg/ SO dx + k:pg/ sO((f1)z + f3)dz.  (3.133)
0 0 0

Substituindo (3.132) e (3.133) em (3.131), segue que

L L
iﬁkm/ s|¢s + |? dz = iBcopy / s0,® dx + I, (3.134)
0 0
onde
L L L B
I; = —com/ 8|0, % do — cok/ §'0,(pr + ) dx — pgk/ [s0],P dx
0 0 0
L L L
b ok [T dn g [0 B o ops [ b Fads
0 0 0

+ k/o slpsfs +m((f1)e + f3)|(¢z +¥) da.
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Observe que

L L L
Ll < cm / 5116 ? dz + cok / 15116:1170 F 9| da + pok / (0,3 da
OL o OL 0 L o
© ok / SI161T| d + sk / SIONTTTs + il d + copr / 151161 7ol de
0 0 0
L
ok / slloafs + m((f1)e + f3)|[70 T 0| da.
0

Assim, pela Desigualdade de Holder, usando a hipétese (3.128) e o fato que s’ é limitada, segue

que

15| < coml|6:a® + coksullOallll oz + ¥l + psklO: @Il + kpssillOfl [ + psk10] [ ]|
+ pskllOl[l[(f1)e + foll + copal|Oullll foll + Kllpsfs + m((f1)e + fo)llllea + ¥,

em que |s'(z)| < s,V € (0, L). Usando o Lema 3.20 e a Desigualdade de Poincaré, obtemos

|13] comC|U ||l F |l + coksiCll0: Ul + pskCll0: Ul + kpssicpCll0 U ||
p3ke,CONN Ul + pskepCllOz || F 3 + copr Cll O Fl[3 + EC|| Fll3 U |5
(coks1C + pskC + kpssic,C + pske,C)||0:(||U |3 + (p3kcyC + copr O F |2
(comCh + kC) Ul || F'l|5

Ms (101U 2 + 11021 F 7 + [T [l Fll50), (3.135)

IN + A

IN +

onde M5 = max{C/(coks1 + psk + kpssic, + pske,), Cpske, + copr), comCy + Ck}, para
alguma constante C' > 0 dependendo apenas dos coeficientes do sistema.

Voltando em (3.134) e usando novamente (3.128), segue que

L
1Blkm < liBeopr] / 1511611®] de + |15]
0
Bleop 1011121 + MallOullT 1

+ Msl|0:[[[[Fll2 + Ms[|U 3] [l

L
/ slow + V|2 da
0

IN

Assim obtemos que

L
Copl
| sleesvlds < 20|
0

16zl

M
|Blkm

Bl Pl G136

\Blk
0.1 1Tl + 2

\Blk

< Molo.le] + T S0l Fll +

7l B

M.
onde Mg =m X{% —5}

km " km
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Usando (3.128) e o fato que |3| > 1, obtemos

lo+0 L
/ slps + Y|P de = / slpe + ) 2dx
lo—0 0
< Ms(0:111@1 + 161U 12 + 10N Fllae + U 3| Fllae)

de onde, aplicando a Desigualdade de Young para 1—66 obtemos

N

l0+5
/ slow + 9P dr < Mg (20|02 11Ull3 + 10l Fllae + (U131 Fl2)

lo—9d

4M,

2 4M,
S||F|I5 +

2
6 2 , € 2
PR+ 351013

16 M2 9 € 9 € 9
—||0 — — |0
0,112 + U + 0.2 +

IN

€

Usando o Lema 3.20 segue que

lo+d 16M201 € 601
| sler ol de < RO Pl + 101 + TN Tl
lo—6 €
4M? 4M? €
b FI S EIR IO

aplicando novamente a Desigualdade de Young com 1—66 obtemos

lo+6 € € €
[ St vl < NN+ CUFIR + 10T + S0+ I
lo—6

€
+ Gl Flla + ClIF I3, + 51U

€
< SN+ CAFI, (3.137)
Sabemos ainda, de (3.129), que

J

0 ) 0
[l0—§7lo+—

C(lo—(s,lo—i—(s) € S(l’):l,VIE [lo—§,l0+—

2 2

Logo, de (3.137) obtemos

lo+g ) € ) )
|, e 0l do < S0+ CIP I

0=
[

Lema 3.22. Se U € D(A) ¢ solugdo da equagdo resolvente (3.66), entdo dado ¢ > 0 existe

uma constante C, > 0 tal que

lo+g ) € 04 ) )
[ ks < (54 SO )W+ CAFR, 1911
lo—3 5]



para alguma constante Cy > 0 que independe de ¢ > 0.

Demonstra¢do. Multiplicando (3.68) por —s@ e integrando sobre (0, L), obtemos

71

L L L L
o /0 i80(—sp) dz — k /0 (05 + B)al—57) dz +m /0 6, (—s) di = py /0 fol~sp) de,

e usando (3.67), ou seja, usando o fato que —i37 = ® + f1, temos que

L

pl/OLSCI)(a—i-E)dx—i-k/o

Integrando por partes, segue que

L L
pl/ s|<I>|2dx—|—,01/ s® frdz + k(p, + ¥)sp
0 0

L

0

L L
S m / s0.5ds = —py / sfap da.
0 0

ou melhor,

L L
(pzr +1)2(sP) dx — m/ s0,pdr = —p; / sfopdz.
0 0

k / (0 +0)(5)s da

L L L L L
pl/ s]@\gdx——pl/ s@fulx—&—k/ (cpz—i—@b)(sw)zd:):—i—m/ sewcpdx—pl/ sfopdx,
0 0 0 0 0

usando novamente (3.67) e a derivac@o do produto, obtemos

L
p1/ s|PPdr =
0

ou seja,

L
pl/ s|®fPdr =
0

Logo,

L L
n /O SO + fo7] dx + k /0 (00 + ) (55) da

L B 1 L
k:/o (90x+w)(890x)dx—mﬁ/o s0.(® + f1)dx,

L L
p / S[®T: + fop) d + / (6o +1)(s'P) da
L

k:/ s(<px+¢)(sox+¢)dx—k/ (¢ + V)Y dx

0

0
L
/ 50,(® + f1) d.
0

m
i

L L L
pl/ s]@]de:k/ s]gpx+w\2dx—k/ s(pe + V) dx + I + I,
0 0 0

(3.138)
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onde

L
[4:_1 q)l 2 - 5 9
p/o[f+f<px /S
L
I = k - "B) dx.
: A<¢+wm¢>x

Usando as desigualdades de Holder e Triangular e (3.128), temos que:

4]

IN

L o ml (L o
o ol d — 0,.(P d

mérﬂ|ﬁ+bw\m+y‘/“w|< )| de

o1 lIAL + 1l + wmmwwumm

IN

|8

prC (1Tl F e + ||F||H||U||H)

IBI
| < oMU+ 1

IN

H9 (Ul + |1 F %)

< 20O Ul | Flle + = ‘ H9 HE 11

180
|H9 U3+

|8

< Go|UullFllw + ||ye 2 E N, (3.139)

I |8

onde Cy = max{2p,C, mé’} e C,C > 0 sdo constantes dependendo apenas dos coeficientes

do sistema. Além disso, temos que

L L
Re(I5) = kRe[/ s 0P d:c] + kRe[/ s'p dx] : (3.140)
0 0

Observe que

=0. (3.141)

Por outro lado,

L L
/ (s'op)pdr = s'o)pdr + / (s'p)p, dx
0 0

X
L L L
= / 5 gogod:c—l—/ s’gozﬁdx—i—/ s'op, dr
0 0
/e

L L
P dx + 2Re/ s'p,pdr. (3.142)
0

L

De (3.141) e (3.142) obtemos que

L L
O:/ s”goﬁda:—l-ZRe[/ s’gpxﬁdx],
0 0
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ou seja,

Logo,

1 (L L
Re(I5) = —5/0 5”|g0|2dx—|—k:Rel/0 s’zﬁ@dm},

e usando a Desigualdade de Holder temos que

1 [t L . S
|Re(I5)] < 5/ |S”||<p|2dfv+k/ |8'[|]|P] dv < 52||s0||2+ksl|l¢lll|sol|,
0 0

onde |s”()| < s, Vx € (0, L). Usando (3.67) e (3.69) obtemos

2
S9 1 1
Re(1 < == k (W (P
peil < 2G| s S pf | Se )|
e pela Desigualdade de Young, segue que
kSl
Re(I)| < P >+ v ‘4@ %).
|Re(5)| < 2WII + A7+ 2!5!2(” + 17+ 12+ A7)

Usando a Desigualdade Triangular e o fato que (a + b)? < 2a* + 2b?, obtemos

kSl
2|87

| Re(I5)] ll@l* + 2] A7) + QI N* + 21l fs0% + 2112 + 2[1L A1),

S 2
2Iﬁl

e usando a Desigualdade de Poincaré obtemos

k81 k31
|Re(I5)| < wg (s2+ ks1)[|®]” + W(SQ + ksy)|lf1]* + WH‘I’\F + WHf:%HQ
S ‘6|2 (82+k81)HUH'H ’ﬂ‘g (82+k31)0p”(f1) —|—f3H2
k51 kSl 2

+ (s2 + ks1)epll f311° + 51U 5 + f3

|5|2 P |ﬁ|2 H |ﬁ’2H H
< |5|2 (s2 + 2I<:S1)HUHH + — |5|2 (s2 + k:sl)cpHFHH + —= |ﬁ|2 (82612) + k‘slc% + k:slcp)\|(f3)x\|2
< \6\2 (s2 + 2ks) U3 + —= \6l2 (s2 + ks1)ep | FI12 + = W (8262 + ks1c2 + ksiep) | F1%,
< \5|2 (s2+ 2ks)||U 13 + o5 \BP (s2cp + 2ks1cp + sach + ksicl) || F 13,
= Ully, + P[5, (3.143)

‘BP|’ HH ’BP‘| HH

onde aqui C3 = max {32 + 2ks1, sacp + 2ksic, + 520120 + kslcf)}.
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Tomando a parte real em (3.138), segue que

L L L B
lee[/O s|<I>\2da?} = kRe[/O s\gox—i-l/}\Qda;} —kRe{/O s(cpx%—w)wda:} + Re(I4) + Re(I5)

L L
< k'/ s + V2 do +k\/ S(p0 + )P da| + |Li] + | Re(l),
0 0

e usando (3.139) e (3.143) segue que

L L L
pl/ sJoPdr < k:/ s|%+w|2dx+k/ sm+w|rw|da:+cz||v||ﬁuF|uH
0 0 0

0.:||||U
+ \5\” il ||H+’B|

Além disso, pela Desigualdade de Young temos que

18,1 F e + = SIUIR+ IS

1612 !B!Q

L L k L k L
p [ slofdr <k /0 smw\?dwg | sloe vt g [ slo ot CallU Ll Pl

C3
+ 0l 3 + 21011 Fllae + S5 10712, + 22 |12,
\5|” U # wll (1P NE |mgll 1% \BI2H 15
1
e usando o fato que ¢ = %(‘If + f3) e observando que supp(s) C (lp — 0,1y + §), obtemos
L 3k (L ) k|| 1 ?
o[ slopar < —/ sloa v do+ 3 ?<w+f3> +C2HUHHHF||H
0
+ H9 HHU“H“‘ 6. HHFHH+ S SIFN5
18] 8] ER |ﬁ\2 *
S R p—— U1, + 5 IF I+ CalU el
< slos + V2 de + ——_||U FI2, + Co||U ||| F
2 Jus 7 2\5\2 " 2!6!2 L
+ ||9 ||||U||H+ 6, ||||F||7-L‘|‘ S0+ =5 I FIIR
18] 8] B2 \ﬁP "
Logo,

lo+6 L
/ s|®Pde = / s|®|* dx
lo—6 0

lo+§
e /, 5 sm+w12dx+c4uU||H||FHH+mne T
0—

£ oI+ |2HUII%

181 [

3]{3 kJC —|— 203 CQ k?C —|— 203}
200" 20 T p1 2;m

onde C'; = max {
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Usando (3.136) e o fato que | 3| > 1, segue que

lo+é CyMs C4Ms CyMs
/l S s|®[*de < CaMgl|6,]]| @] + IBI [10:[1U[% + i 1011 F[[# + 7] [ E |2 [1U |3
o
04 2
C4||U”HHF||H+ [ H||U||H+ 0 Fllz + — € U3 + = I Fll
18] 18] R TR
< m1||9 ||||U||H+m2||9 I F Nl + ma|| Ul F|]|
+ S+ Symp ,

. . €
para constantes my, my, m3 > 0. Aplicando a Desigualdade de Young com 3’ temos que

lo+9 2m2 € m2 1
/ s|@Pdr < =)0, + —HUHE{ + —QHchH? + —HFH%
lo—6 € 8

+ m:sHUHHHFHHJr

SIUI + I3

|6/ \ﬁP

Pelo Lema 3.20 segue que

lo+6 N 2 2C1
/l s|®|*dx < ||U||H||F||H+_||U||H ||U||H||F||H+—||F||H

0—3
Cy
€ 04 1
<l P+ (544 5‘2)HU||H (§+C4>HFH%,
m%Cl m%Cl . €
em que ¢, = + 5 + ms. Novamente pela Desigualdade de Young com 3’ obtemos
€
lo+9 6 C 1
/ s|®*dz < *HUHHJrC IF13 + (5 + = U5+ 5+ Ca ) IIF I3
lo—5 ’5| 2
Logo,
lo+6 ) ﬂ ) )
s|®|*de < + 5 U3 + Cl[ F[J3,- (3.144)
o5 18]
Como,
) J J 0
—— e — -1 —— hd
[lo 2,lo+2 C(lo (5,l0—|—(5> € s(a:) Vo € [lo 2,l0+2 ,

de (3.144) concluimos

lo+* ) € 04
[ ks < (5 S8 W+ CaFR
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Lema 3.23. Se U € D(A) ¢ solugcdo da equagdo resolvente (3.66), entdo dado € > 0 existe

uma constante C. > 0 tal que
o3 2 € 2 2
| P de < JIUI+ AP, 181> 1
0—3

Demonstracdo. De (3.69) obtemos que ¥ = ¢31) — f3. Substituindo em (3.72), vem que

pi9 — L+ oy = 2 pe + 2

i Ot e

i

e multiplicando por bs1,, em L?, obtemos:

L b [T _ L
p4b/ s, dr — — §Uz, dx + ab/ s|1.|? dx
0 i3 0

SOy dx+—/ (T da
- Zﬁ 0 6% Zﬁ 0 3)x¥y 9
de onde obtemos que
L b ob L .
O’b/ sl de = '04 f6w dr + — / s(f3)et, dx
0 0
L

L
— p4b/ sﬁ@zvdm—l—;/ §U00, da.
0 B Jo

Usando integrag@o por partes temos que

L L L
b [ stk = 22 g+ 2 / s<f3>x% do -
0 i3 Jo
L Clb L o
+ p4b/ (s9), wd:c—ir sﬁxiﬂ - V. (51,)x dx.(3.145)
0 ﬁ 0 Zﬁ

Usando a fung¢do s para anular os termos pontuais de fronteira e usando a derivagdo do produto
em (3.145), segue que

L
ab/ sl dr = % sfe, dx+—/ (f3)2, da:+p4b/ s' O dx
0
L Clb S o T
+ pab | sOdr — E sV, dx + Jh, (3.146)
0
onde
L J—
J=—p 0.0 d (3.147)

i3
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De (3.70) temos que

1
Yoz = —5(P2f4 — iBpa¥ — k(s +¢) +mb — 0d,). (3.148)

Substituindo (3.148) em J;, obtemos

L
1

Ji = 7 s, (pgﬁ +iBpa ¥ — k(g + 1) + ml — 05:5) dx
0
L L L
= % sﬁmﬁdx—l—clpg/ 51U, \I/dx——k sV (e + ) dz
i 0 i
L

cm 10 2
+ — 819 Odr — — s, |* dz.

i i Jo s]

Retornando em (3.146), segue que

L
Ub/o s\ de = p@,iﬂb sfe, dm—i——/ (f3)a¥, dx+p4b/ s dx

*"M@/ 9, dx —-—1/ s, 0, d +Cif éwgﬂdx

0

L a1k S am (f
+ clpg/ sﬁx\lfda:—,— sﬂx(goz—l—w)dx—l—,— 59,0 dx
0 i3 Jo i Jo
L
— L2 sl da,
i3 Jo
isto é,
L L
M/SW$M<—qm/SmWM+b, (3.149)
0 0
onde

L

b o "
. ’?i sfaw dm+—/ (Radepib [ oo pib [ siida

i3
c1b / C1p2 _
2| e 22 "0 Frde —/ 0y (pa T 0) da
L
cm _Gao 2
+ ) 59,0 dx 55 ) s|19$| dzx.

Pela Desigualdade de Holder temos que

S| < |6|HJBHH¢@H |5|||(J‘":)>):£H||¢:c|| + pabsi|[ || [|¥[] + padl| I |[[|¢]
c1bsq c1pP2 cm 10 9
+ WN!WWH Wﬂ WM!“w\W¢+wMWmH\WH WH”
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Usando a Desigualdade de Poincaré e o fato que |3| > 1, obtemos

[l < pabll follllvoall + o0l (f3)alll@all + padsicpll Ol ]
+ pabep[|0a][[[9all + crbsi[[Va 1]l + crpal|Oe |l fal
+ akllalllles + ¢l + eI 10]] + crollda]®,

e pelo Lema 3.20 segue que

[ Ta] < pabllfsllllvall + obll (fa)alllvall + (pabsicy + pabe, + crbsy)[[0a [
+ ap2|Valllfall + crbl9allll ez + Il + coml[D 101 + cLoCol|U |l F -

Logo,

[ Jo| < (pab+0b+ cioCO|U | Flln + crp2 |91 F |3
+ (p4bslcz27 + pabe, + c1bsy + ek 4+ com)||9.]| || U || x
<

Cs|\ Ul [ Fll + Csl| 9Tl + Cs |9 ][] F |34
onde C's = max {p4b +ob+ ci0Ch, p4bslc§ + psbc, + c1bsy + 1k + cim, clpg}.

Substituindo em (3.149) e usando a defini¢do da s, segue que

lo+6 L
O'b/ s\ de = O'b/ 8|1 dr =
! 0

L
clpg/ s,V dx + Jy
0—0 0

IN

L
p/ 15110, || d + ||
0
cxpall a1 + CT e | F
CollDallU e+ Cs [0l Pl (3.150)

IN

+

e pela Desigualdade de Young com 1—62, temos que

l0+(5
€
/Z ) slal’ dz < cll9all® + SN0 + CsllU Il Fll + ecllda ]
0—

3

WWAF-

€ 1
. U2 Z\F 2
T T

Pelo Lema 3.20 segue que

lo+9 ) B 2% ) 1 )
[ st ds < CUIIF+ 500+ IR
lo—6
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e, novamente pela Desigualdade de Young com %, obtemos

IN

/ " ] d VU, + AR+ U, + LiF
S|Wyg T € a )
ot 12" L TR D R

€
= LW+ CAFI.
Como,

C(lop—908,lp+0) e s(x)=1,Vxe [lo—g,lo—l—é

9

2

) )
[10—5,l0+— 5

concluimos que

loJr% ) € ) )
| e e < SV + CAP

0=3

]

Lema 3.24. Se U € D(A) é solugdo da equacdo resolvente (3.66), entdo dado ¢ > 0 existe

uma constante C, > 0 tal que

lo+3 Cho Cho €
B di < <_ L G, -)uvw +CAFIZ, 181> 1,
/l Bl IBP T a) "

para alguma constante C'yy > 0 que independe de ¢ > 0.

Demonstragdo. Multiplicando (3.70) por —st em L2, obtemos que

L L L L
- zﬁm/ﬂ s\Ifwdx—f-b/O sdzmwdx—k;/o s(gom—kzb)wdx—l—m/o 560 dx
L L
— Vp1p do = — Y da.
0/0 sU dx ,02/0 sfapdr

Usando (3.69) na primeira integral, segue que
L L o L _ L
pg/ sU(V + f3)dx + b/ St da — k/ s(pe + V) de + m/ s0y dx
0 0 0 0
L L
— o/ s do = —/)2/ sfa) dx,
0 0
ou melhor,
L L L L o
oo [ SlUPds = [ stido—p [ sRido—b [ seids
0 0 0 0

L L L L
+ k;/ swxﬂda:—i—k/ 5|z/1|2d:c—m/ sﬁﬂdx—l—a/ st dx.
0 0 0 0
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Usando integragd@o por partes segue que

L

L L L L
,02/0 3\\11\20[36 = —p2/0 sﬁﬂdx—m/o s fs dz — bsih,1) ~|—b/0 (sw)x%cda:

0

L L L L
+ k;/ swxﬂda:—kk/ 5|z/1|2d:c—m/ s@@dx—l—a/ 59,1 de,
0 0 0 0

ou seja,

L L L L
o [ sluPan = —py [spide—p [ sWFdeo [ 50t
0 0 0 0
L L L
+ b/ wawxdx-i-k/ sgoxwdw+k/ s|v)? dw
0 0 0
L L
— m/ SGwdaH—a/ s¥ dx.
0 0

Logo,

L L
pg/ s|\11|2dx:b/ s\ do + Js, (3.151)
0 0

onde

L L L
J3 = —p2/ sﬁ@d:ﬁ—pg/ S\IJﬁd:U—i-b/ s" ) da
5 B P L B L
+ k‘/ sgoxwd:)s+k‘/ s]¢|2d:v—m/ sewd:v—l—a/ s dx.
0 0 0 0

Pela Desigualdade de Holder temos que

L L L
| < ,02/ |s||f4||¢|dw+pz/ |S|I‘If||f3|dx+b/ |4 de
0 0 0

L L L L
T k/ |s||sox||w|dx+k/ |s||¢|2da:+m/ |s||e||w|dx+a/ 15110, dz
0 0 0 0

< pallfalllll + ol fsll + bsullallllol + Ellea vl + Klwl* + mllof]]]
+ ol gl

Substituindo (3.69) segue que

[Jsl < pall falllloll + o2l W fsll + bsal|¢all|| = (W + fo) || + Ellpall|| — (¥ + f3)

1
7

1
\W
1 2

+ kH—(\If + f3)

5 + ol

)

+mH9HH%(\I’+f3)

\%(mfg)
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e usando as desigualdades Triangular e de Poincaré obtemos

bs bs
| I3l < p2C6l| Flll|U Nl + p2Cs|U |31 F'l[ 2 + |61|||¢z||\|‘1’||+ WTH%HHfgII
b )+ il foll + I+ ol + 2 g
18] Iﬁ\ \5| 18 18|
me
+ 210 foll + = N0l + = D1
1Bl T 8] ’
bs,C bsC
< 2p2Gs[|U ||| F || + ‘15‘7”(]”’}-[ |15’7||UHHHFHH
kC- kC- kC- kC-
+ U U F|4 + U F
B — U5, + B = NN F |2 |ﬁ|2” 1% + |ﬁ|2” 1%
mc,Cy mc,Cy oCl oCh
+ 260U — 20, F 9L ||U 9| F
BRI 101U |2 + BT 0[] '] + B — 10U + B — 10 [ F -
Agora, usando que |3| > 1, obtemos
C C
5] < CsllUlIF Il + (= + =5 U3, + Cs|| FII3,
1Bl 1B

+ GsllO:l[[[Ulln + CsllOull| Fll3 + Csll2 Ul + Csl[ O |[|| El 2,

onde 08 = Imax {2p206 + 68107 + ]{507, b8107 + kC7, ]{?07, meC7, 0'07}.
Substituindo em (3.151) e usando (3.150), temos que

L
p2/0 s de < Coll 91Ul + CollU el E'llae + Coll0a 1Tl + Coll 92|11l

C. Cs
i CsHUHHHFIIHJr(Wj W)HUHHWSHFHH
b CalOu U e+ Col Bl F e + Coll Tl + G0l F

e aplicando a Desigualdade de Young com %, segue que

L 2 2
5C, € C 5C, €
UPde < 210,07+ = U3 —9U Pl + =2 1001> + = U3
/Osl |“dx < e |02l +20|| 3 + —Ull#l| Fllx + 2 (|02l +20|| 1
C2 A T, Cg Cq
+ 510l +—||F|| + ||U||H||F||H+ +—— |IUII3
2p3 " palBl T palBP2 I
Cq 502 502
+ —||F|5+ =207 + U2+—891,2+—F2 8192
sz 13 + p 102(]° + OII 1% 2ng | 2H 13, + |92l

€
— U2 —81912 —F2.
+ 20” H;ﬁzp%H | +2H 12
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Pelo Lema 3.20 temos que

L
€
/ s|WPde < CoollUlullFll + 55113 + CrollUllaell Fllse + Croll Ul F ¢
0

€ 1
+ Q—OIIUHi + CrollU|# || Fl[2 + §HFH% + CrollU Nl Fll2 + Crol F 113,

C C
e
18] 18]
1 € 1
+ §||F||9H + Crol|U ||l Fll# + %IIUII% + Crol|U [l F |+ + —IIFlliu

C C 4e
_ 9clo||U||H||F||H+(|5f+|/;|3 )HUHH (om+ )HFHH,

VIO + CollOlhad b+ 55101 + Coll Ol Pl

para alguma constante C';y > 0. Aplicando novamente a Desigualdade de Young com £

10

obtemos

L 2 010 010

sl de < |+ g + HU||H+O IF 13,

0 18 1B

Como
) ) ) )
[lo— §,l0+§ - (l0—5,10+5) [ S(LU) = 1,Vl’ S [lo— §,l0+§ ,

concluimos que

lo+3
0 Cio | Cho
V% dx < + —= )U + C.||F3,,
[ < (54 (g ) W01+ CeI

para alguma constante Cy > 0. [l

Logo, pelos lemas 3.20, 3.21, 3.22, 3.23 e 3.24, conseguimos uma estimativa
local para a norma de U em H. Com isso, nosso objetivo agora € estender essa estimativa para

o intervalo (0, L) usando o Coroldrio 2.73 e mostrar que
U3, < CIIFIR. VF €.

Teorema 3.25. Se U € D(A) € solu¢do da equagdo resolvente (3.66), entdo existe uma cons-
tante C' > 0 independente de Uy € H tal que

U113, < CIIF|3, (3.152)

para | 3| > max{\/4CC,8CC}, onde C,C > 0 sdo constantes dependendo apenas dos coefi-

cientes do sistema.
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Demonstracdo. Considerando as notagdes

U/:QD,’U:(I),’LU:w,Z:\IJ
g1 =f1 € Hy(ouH}),go = p1fo —mb, € L?,
93=f3GH&,g4:p2f4+m9—m9$eL2

em (3.67)-(3.70), temos que

iPu—v = g, (3.153)

iBp1v —k(uy +w)y = g9, (3.154)
Pw—2z = gz, (3.155)

iBpaz — bwyy + k(uy, + w) = gy, (3.156)

ou seja, V = (¢, ®, 1, ¥) é solugdo de (2.2)-(2.5) com G = (g1, g2, g3, g4 )-
Além disso, dado € > 0 e considerando

4] 4]
Ogalzlo——<(l2:lo—|——§L,
2 2
temos que
lo+3 lo+3 lo+3 lo+3
WVle = [ leetvldos [ CpoPdos [ e [ 0P
lo—2 lo—2 lo—2 lo—2

Logo, pelos lemas 3.21, 3.22, 3.23 e 3.24 segue que

€ € C
VI < SI0T -+ CIFI+ (5 + 5% ) IV + CIFIE
€ CIO CIO
b SN0+ R+ (T T+ ) IO + Ca I
3 1Bl
C C
= (e g5 + 7 ) 1B+ G
para alguma constante C, > 0e C' > 0.
C C
Veja que (2.6) é satisfeito com A = (e + BB - m)HUH%{ + C.J|F3,

ap = lg — g eay = g+ g Do Corolario 2.73, Lema 3.20 e da Desigualdade de Young,

segue que

VIt < CA+CIGG ., (3.157)
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em que

L L L L
Iz, = / 00 + O do + / B2 da + / ol do + / O do.
0 0 0 0

Logo, de (3.157), obtemos

C C
VI, < c(e * o m) W12, + CIFIE,

L
e / ((g)e + g5 + 192> + 1(g5)a P + |a]?) da
0

C C
= C(e+ ) U3, + C||F|3

L
+ O/ (1(f1)e + f3I + [p1fa — mba? + [(f3)a]> + [p2fa + mb — 00, |?) da
0

Pela Desigualdade Triangular segue que

, C
Wiks < ¢ 5ot SNV COFI+C [ (100 + 58+ 108 do

L L
+ C’/ (203] fo|* + 2m?10.]) dm+C/ (303] fa* + 3m?|0)? + 30°|9,|?) da
0 0

e pela Desigualdade de Poincaré, obtemos

C
Iz, < c(e+ o m)nvuwc VFIE, + CIFIZ, + 2m°C0.
+ 3m2C’cpH9mH2+302C]\19x\|2
<

C C
c( tEEt W) U113 + CellFllz + (2m°C + 3m*Cep)[10a1° + 30°Cl10. ||

Novamente pelo Lema 3.20 temos que

C C
VIE, < C(ze+
IVilo.r B2 18

+ 30 ClU ]| Fllae,

)HUHH + Cel| Fll3, + (2mC + 3m*Cep)||U ||| F |

e usando a Desigualdade de Young, obtemos

C C

VIR, < C(6+\6l2 |B|)HU||H+CHFWOeHUHH+ceHFHH+CeHUnH+cHFHH
C C

< C<3e—i— EE w)HUHH 4+ C, ||FHH (3.158)



Finalmente, observe que

L
O = [ [blea 0 + IO 4 B0l + gl UF + pulf? + o] d
0

L
< [ lon 0P B 4+ (U + 6 + 9] da
0

L L
= mu [ [lowt 0P+ 108 a4 0] do o [ [0 +10F] d
0 0

L
:7mmw@+mhé (1612 + 9] da

Usando a Desigualdade de Poincaré e (3.158), obtemos

C

. C
g < 0(3e L —) VU2, + maClF I + macy 6,1 + macy |91

1612 18]

e, novamente pelo Lema 3.20, segue que

C C’
Ul?2 < C<3 4+ —
1715 EERE]

Usando a Desigualdade de Young com C'¢, obtemos

) U5 + ma Cel [ Fll3, + 2mac, Cull Ul | Fllae-
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C
U153 < Cck+ ; )WWH+CHHM7 (3.159)
13 " 17
de onde segue que 3 .
~ cC CC] 9 5
1 —4Ce — —5 — — | |IUll5 < Cc||F||5-
[ 57~ a7 | U1 < G,

1 ~ 1 = ~
Tomando € = Py temos que 1 — 4Ce = 5 © como 18] > V4ACC, segue que |B]* > 4CC.

1 1
Logo, , 0 que implica
8 15p < aoe 0P
L cc 1 ocC 1
2 BT 2 40C 4
Como || > 8CC, segue que — ~,de onde

!BI

1 ¢cC 1 CC

1
> — —— = -.
4 15 ~ 4 8CcC 8

Assim, concluimos

1 — —
§||U||3d < C||F||3, paraalguma constante C > 0.
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Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que
U5, < C||FI3,

]

Teorema 3.26. O sistema de Timoshenko termoeldstico (3.1)-(3.5) com condi¢oes de fronteira

(3.6) ou (3.7) é exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. A demonstracdo segue imediatamente do Lema 3.19 e dos teoremas 3.25 e
2.71. ]
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4 O PROBLEMA DE TIMOSHENKO VISCOELASTICO

Neste capitulo apresentaremos de forma detalhada a existéncia e estabilidade
de solugdo para o seguinte modelo de Timoshenko Viscoeléstico

P1Ptt — k(@x + 1/}):1: + k/o 91(3)(9030 + w)x(t - S)ds =0, &1
potbes — bibes + b /0 " ga(5)baalt — 5)ds + ka + ) — b /0 " g1() (e £ )t — 5)ds =0, (42)

em (0, L) x (0,00) com condigdes iniciais

w(xa 8) = Z/)()(x, 5)7 wt(x7 0) = 1?1(37); = 3&#0(1’7 t) ’t: 07 4.3)
parax € (0, L), s <0, e condi¢des de fronteira
0(0,t) = @(L,t) =9(0,t) =¢(L,t) =0, t >0, (4.4)

onde ¢ representa o deslocamento transversal e ) representa o angulo de rotagdo de uma viga
de comprimento L > 0, py = pA,ps = pl, k= K'GAeb= EI.

Além disso, assumiremos que gy, g € L'(RT) N C'(R™) satisfazem

gi(s) <0< gi(s) e gi(s) <0< ga(s), VseRT, (4.5)
0<ag:= /00 gi(s)ds <1, 0<by:= /00 g2(s)ds < 1, (4.6)

’ a; = llil’(l] g1(s) < oo, Iy zo}gig(l)gQ(s) < 00, 4.7

g1(s) < =dg1(s) e dgh(s) < —dga(s), paraalgum & > 0, (4.8)
g1(s) < ~vga(s), paraalgum ~ > 0. 4.9)

Vejamos agora exemplos de fungdes g; € g2 que satisfazem (4.5)-(4.9).

Exemplo 1. Considere g;(s) = e * 1 e go(s) = e *72. Observe que g1, g» € L'(RT)NCH(RT)
e, além disso, temos que

D) gi(s) <0 < gi(s) e gy(s) <0 < gas), Vs € RY,

i) 0 < ag, by < 1. De fato,

ag :/ g1(s)ds :/ e ¥ 1ds = lim —e !

bo :/ ga(s) ds =/ e="2ds = lim —6—8—2‘ —e? <.
0 0

T—00 0

=e ! <1,




i) aq,b; < co. Com efeito,

a; = limgi(s) = lime ™! = e < o0,
s—0 s—0

by = limgo(s) =lime* 2 =€ ? < 0.
s—0 s—0

iv) Parad =1 > 0 temos que ¢;(s) < —dg1(s) e gh(s) < —dga(s).

v) Paray = e > 0, obtemos que ¢;(s) < vga($).

Logo, g1 e g s@o exemplos de funcdes que satifazem (4.5)-(4.9).
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De acordo com [13] € possivel obter um sistema equivalente ao sistema (4.1)-

(4.4). Para isto, basta definirmos

n(z,s) = n'(z,s) = plx,t) — p(z,t —s), (4.10)
5(1’78) = gt({L‘,S) :@Z}(J},t) _1/)($at_3)a (411)
paraz € (0,L),t > 0,s > 0, de onde obtemos
N+ Ns = Y,
1’ (x,8) = o) — po(x, —s) == no(, s), (4.12)
t = li i =
n'(2,0) = lim n*(z,5) =0
e
&+ & =y,
(x,5) = Po(x) — dolw, —s) == &, 5), (4.13)
&(z,0) := lim &(x,s) = 0.
s—0t
Substituindo (4.10)-(4.13) em (4.1)-(4.4), obtemos o seguinte sistema equiva-
lente

P1p — Mpe + ¥)a k/ 91(8)(Nz + &)z(s)ds = 0, (4.14)
0

[e.o]

ptht - BZ/J:E:D - b/ov g2(5>£mz( )dS + )\ (px + w + k/ gl

0

)1z +&)(s)ds =0, (4.15)

= ¢, (4.16)
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com condig¢des iniciais

p(2,0) = wolx), e, 0) = i (),

U(x,0) = (), ¢u(x,0) = ¢ (2), (4.18)
n'(z,s) = m(5),8(x,5) =&z, 5),

n'(2,0) = £'(x,0)=0,

nt(078) = nt(Lv 8) = gt(oa 3) = gt(L’S) =Y 4.19)

parat > 0,s > 0.

Diante disto, iremos verificar a existéncia, unicidade e estabilidade de solu-
¢do do problema (4.14)-(4.19), e consequentemente obteremos estes mesmos resultados para o
problema equivalente (4.1)-(4.4).

A existéncia e unicidade de solu¢do serd garantida usando a teoria de semi-

grupos lineares, enquanto a estabilidade exponencial seréd obtida via o método da energia.

4.1 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

No que segue, vamos considerar os seguintes espacos:

M, = 2 (RY, H}) = {n gy / g;()In(s)]I% ds < oo}, para j = 1,2,

Nyi= 2,02 = o B o 2% [T gl ds < oo}y parj = 1.2,
0

0s quais sao espacos de Hilbert munidos com os produtos internos e normas dados por:

(1), = / " () 0(5), () s,

i, = ([ sl ds)é,

(m, ), = / " 05(5)(1(s), €(5)) 2 ds,

paratodos n,§{ € M, e
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Inlly, = ( | sz ds)%,

Vamos considerar o seguinte espaco de fase

para todos 1), € N;.

H = Hy x L* x Hy x L* x M; x (N; N My),
o qual é um espaco de Hilbert com o produto interno (usual) dado por

o0

o~ L N —~ —_— —_ [ o —~
<UWH=/[%@ﬁ@¢+%%+WW+/sMWMWM@%+/ m@@@@@w}m
0 0 0

€ norma

[e.9]

L [e'¢)
!UI%I/O [!¢wl2+|‘1>|2+|1/)m\2+|‘1’|2+/0 91(8)!77x(8)\2ds+/0 gz(S)lfz(S)IQdS] dz,

para quaisquer U = (p, ¢, ¥,n,€),U = (§, 2,4, V.7, €) € A.
Considere agora o produto interno em H dado por

L - = < < -
U,U)y = /0 [/\(sox+¢)(95x+¢)+p1<1><1>+p2\11\11+5%% (4.20)

Tk / " () 0a(5) + () @uls) + E(3)ds + b / ) 92<s>§x<s>f§<s>ds] dr,

cuja norma proveniente deste produto interno é

o0

L
ol = | [Am+w|2+p1|<1>|2+p2m2+mwx12+k / gl<s>\nx<s>+5<s>r2ds] da

v [ [ o). @21

para quaisquer U = (@, @, ¢, U, 7, &), U= (o, D, 1), U, 7, E) €H.

Usando propriedades do produto interno em L? segue que (4.20) define um
produto interno em .

Como L?, Hj, M, e N; sdo espagos de Banach, segue que H munido da
norma usual |.|3; € um espaco de Hilbert, uma vez que a norma provém do produto interno.

O préximo lema garantird que a norma definida em (4.21) é equivalente a

norma usual de #, de onde segue que H é um espago de Hilbert com a norma ||.||.

Lema 4.1. A norma definida em (4.21) é equivalente a norma usual |.|y.
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Demonstracdo. Seja U = (p, ®,1, VU, n, &) € H, pela Desigualdade Triangular, temos que

U =

el + 11 + 117 + 121 + lnllie, + €,
||¢x\2+\‘1>||2+||1/1x\|2+\|\11\\2+/0 91(8)|!77:c(8)!!2ds+/0 92(3) 1€ (5)II? ds
2w +9I* + 2097 + 12]7 + lwal® + 127 + 2/0 91(5)Ina(s) + €(5)II ds

2 /0 ()€ ds + /0 " ga(s)16a(s) 2 ds,

e usando a Desigualdade de Poincaré, segue que

UR < 2!s0x+1/1|!2+26p||¢x\|2+H‘Pll2+Iwa||2+||‘1’H2+2/O g1(8)llmz(s) + &(s)[|* ds

+ 2, [ ()l (s)]? ds + / " ga(5)]16u(s) 2 ds.

Agora, usando a hipétese (4.9), obtemos

U

2 2c, + 1 1 1

< s + VP + =Bl |* + —pi 1)1 + —pa|| ¥
A I6] P1 P2
2 2cp7 + 1

o [ e as+ 25 [ e as

allUl

2 2 11 1 22 1
ondeclzmax{— £ — = M}

)\7 6 7p17p27k7 b

Por outro lado, novamente pela Desigualdade Triangular, segue que

1013 =

IN

Allgs + 02 + Blldal® + pul| @2 + oo V|2 + & / 01(5)17a(5) + £(5) 2 ds
0
b / ga(5)a()]? ds
0
B + pal W12 + Bllall? + 27l + 2001 + 2% / 01(5) [na(s)|2 ds
0

2k / " () €I ds + b / " a(s)1Eu(s)|? ds.

Além disso, pela Desigualdade de Poincaré e usando (4.9), obtemos

105 <

+

pLl @I + pal|[1* + (B8 + 2Xcp) W |* + 2X]|pa|* + 2/f/ 91(8)Ina(s) ]| *ds
0

(2ke, + ) / 62(5)16.(5) 2ds
co|U3,, (4.22)
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onde c; = max{ps, pa2, 5 + 2Xcp, 2, 2k, 2k~yc, + b}. ]

Denotando ® = ¢; e ¥ = 1, podemos reescrever o problema (4.14)-(4.19)

como um problema de valor inicial dado por

Ut:AU,t>O
U(0) = Uy

, (4.23)

onde U = (907 CD,T/% \1177775)T’ U(O) = (()007 9017w07w177707’50> = UO € A D(A> C H — H éo
operador linear definido por

(0, @,0,V,n,&) € H; @, ¥ € Hy, ny € My, & € N1 N M, n(0) =0, £(0) =0,

D(A) = 0
(4) ANy + k/ 91(8)n2z(s) ds € L2, By + b/ 92(8)Esn(s) ds € L2,
0 0
c
)
A kEo[o°
OO /O 01(5)(1a(5) + €(5))a ds
U
AU = 0o 0o (4.24)
B b A k
wam + ,02/0 92(8)€xz(8) ds — g(% + ) — m/o g1(5)(nz(s) +&(s)) ds
D — 1,
U — ¢,

Os resultados a seguir garantem a existéncia e unicidade de solucdo para o

problema de Cauchy (4.23) e, consequentemente, para o sistema (4.14)-(4.19).
Lema 4.2. O operador A definido em (4.24)-(4.24) ¢é dissipativo em H.
Demonstracdo. SejaU = (p, @, 1, VU, n, &) € D(A). Entao,
L o L B
00 = A [ @t TR [ e+ 0) B
0 0
[e's) L L
+ k/o 91(8)/0 (nz(s)+§(s))x<l>d:cds+ﬁ/0 VeV dx
00 L L
+ b/o gg(s)/o §m(s)\lld:zds)\/0 (pr + )V dx
o) L
k) [ )+ €T dads
L 00 L
w [ vtk [T [ @ 0 ) dds
o0 L
- k/o 91(5)/0 (M2s(8) + &(8)) (n2(s) + £(s)) da ds
00 L 00 L
w0 [ o) [ vE@dds = [T [ enEs) doas



Integrando por partes obtemos que

+

Re(AU,U)y

A/O <<1>$+\11>—<%+¢>dx—x/0 (o + )@y 7 1) de

[0 [ o)+ )@ T ds 5 [ 0
b/ooggs / §m\ll_dxds+k’/ooog1(s)/0L(<I>x—l—\I/)deds
3 [ ek [0 [ ) + 6T TE s

T b/o 92()/0 zéxdxds—b/ oo(s /gm . (s) da ds.

Aplicando parte real, obtemos

Re

:k/OOOgl(s)/OL( )0 () &
—@/ 4., dx+5/ xwxda:}
:—b/o ga(s /gx\IJ dxds+b/0

E[7 o) [ o) + £l

ib /OOO 92(s) /O ) MONOLE ds] ,

Integrando por partes na varidvel s e usando (4.5), obtemos

RG(AU, U)q.[

<

K

2
k

0.

| o) i) + st ds - 3

Portanto, A é dissipativo em .

Nosso préximo passo € mostrar que o operador

I—A:DA) CH—H,

:’g /ooo 91(5) / () + €)@ )

[ @it [ @]

U) dz ds]

1:(5) + €(5)) da ds]

/ U,&, dr ds}

) +&(s ))dmds}

| s leol s

5 [ Ol P s [T gl )P

93
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¢ sobrejetor. Para isso, vamos precisar de um lema técnico que nos auxiliard no préximo resul-
tado.

Lema 4.3. Dadas g,h € H™' = (H;)', entdo o sistema

prp — A+ kay)(ps +¢), = gem H ', (4.25)
poth — (B + bag)ee + (A +kay)(pr +10) = hem H, (4.26)

possui tinica solucdo (p,v) € Hy x H}, onde py, pa, \, k, oy, e, 8,0 € RT.

Demonstragdo. Considere a aplicagdo
a:(Hy x Hy) x (Hy x Hy) — K

dada por

al(e.v), (8,9)) = / |13 + (04 ko) (s + 9) (@ +0) + pavd + (8 + baz)iiudl, | d.

Para facilitar a notagio, denotaremos H = H} x H{. Pelas propriedades de produto interno em

L?, segue que a € sesquilinear. A seguir, mostraremos que a € continua e coerciva.
a) a ¢ uma forma sesquilinear continua.

De fato, sejam (i, 1), (¢, 1;) € H. Pela Desigualdade de Holder segue que

lal(e, ), (@, 0D < pullellll@ll + O+ kan) s + 2 l@all + (A + ka)llg. + wll1¥]
+ 2l I+ (B + baz) [ |14,

e usando as desigualdades Triangular e Poincaré, obtemos

lal(,9), (20D < (prcp + A+ ken)|ealll| o
+ (A ka)el[va1g: ]+ (4 kan)ey g [1d.
+ (A kan)cp + pacy + B+ ba) ||| [[ 2,

ou ainda,

IA

Clealli@all + 1alll@all + Noallidall + Nl 1)
Cllgall + el (1@all + llv)
Clite, D) lull (@, ) la,

lal(g, %), (8,9))]

IN

onde C' = max {plcf, + A+ kay, (A + kog)ep, (A + ko )cl + paci + B+ bag}, 0 que mostra

que a € continua.
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b) a é uma forma sesquilinear coerciva.

De fato, sejam (0, v), (¢, 1)) € H. Temos que

1o, lE = el + 191m)* = (el + lll)?
< (llex + 2l + 10l + [[¢:])?
< 3lle + 1 + 3]10)17 + 3|¢?
_ 3 2 i 2 3 2
= ARl + G+ a0l 4 (8 bao) 0]
< OOkl + V1P 4 pllol? + (5 + bl + ol
= éa((@?@@?(@?@@)?
= 3 3 3
onde C' = max{)\ Tha g, 51 bay’ 1}. Portanto,

a((,9), (v, 9)) = = (e, V),

QY =

donde a € coerciva.

Agora, definamos o funcional antilinear  : H} x Hj — K dado por

(3, 9) = g(@) + h($), V(§,¥) € Hy x Hy,

e verifiquemos que @ é continuo. Para isto, seja (@, Qﬁ) € H. Entdo, novamente pelas desigual-

dades de Cauchy-Schwarz e de Poincaré temos que

9(@)|+ 1h()

< glla—I@llmg + 121z l1¢]
< ¢ (el + 161y )

Cll(@ O)a,

[B(, )]

IN

onde C' = max{||g||s-1,||h||z-1} e, portanto, & é continuo. Assim, pelo Teorema de Lax-

Milgram, existe um dnico (p, ) € H tal que

a((p, V), (¢,9)) = D(3,7),

para todo ((,1)) € H, ou seja, (p,v)) € H} x H} é a tinica solugdo do problema

L — — —_
/0 [pw@ + A+ kar)(@z + ) (P + ) + pathi) + (B + baz) b, | dv

= g(@) + h(1). (4.27)
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Considerando (4.27) em particular para ¢ € H} e para 12 = 0, temos que

pi(p, @) + (A + kaa)(pe + ¥, @2) = 9(9), Y € Hy, (4.28)
de onde,
prp— AN +kay) (g +10)e =g em H

0 que mostra que vale (4.25).

Agora, considerando (4.27) em particular para ¢ = ( e para Y e H} temos que

(A + kar)(ps + 0, 0) + pa(,0) + (B + bao) (e, ¥y) = h(¥), ¥ € Hj, (4.29)

de onde,
()‘ + k‘Oq)(ng + 77/}) + Pﬂ/) - (5 + baQ)quja:x =h em H_lv

ou seja, vale (4.26). ]

Lema 4.4. Seja A : D(A) C ‘H — H o operador linear dado em (4.24). Entdo, o operador
I —A:D(A) CH — H ésobrejetor.

Demonstracdo. Dado F' = (f1, fa, f3, f1, f5, fs) € H, vamos mostrar que existe um tnico
U= (p,®,¢,¥,n ¢ € D(A)tal que (I —A)U = F. Com efeito, reescrevendo (I — A)U = F

em termos de suas componentes obtemos o seguinte sistema

=0 = fi, (4.30)

P = A 40— [ a6 € ds = pafa @3D

v—U = fs 4.32)

P2V — Bihpy — b/ooc 92(8)€z2(8) ds + My + ) + k /OOO 91(s)(nz(s) +&(s))ds = pafs, (4.33)
n+ns—® = f5, (4.34)

E+&E -V = fs. (4.35)

Das equacdes (4.30) e (4.32) temos que
P=p—-fi e V=9¢—f, (4.36)

e das equacdes (4.34) e (4.35) temos que
net+n=[fs+® e &+E=fo+ 7, (4.37)

as quais tem como solugdes

1(s) = ¢p(s) + (1 =€) e &(s) = ope(s) + U1 —e™), (4.38)



97

respectivamente, onde

o= [ v

b1a(s) = /0 " foly)dy

Substituindo (4.36) em (4.38) obtemos para todo s > 0
n(s) = os(s) + (= fi)(1—e™), (4.39)

§(s) = dpe(s) + (¥ = f3)(1 — 7). (4.40)
Em seguida, substituindo (4.36), (4.39) e (4.40) em (4.31) e (4.33) obtemos o seguinte sistema

prp — (A +kay)(pz +1)e = g, (4.41)

onde

o0

p1fa+pifi —l—k/ooo 91(8)(Df5)az(s) ds — kaq (f1 m—i-k/ 91(8)(Pf)x(8) ds — kar (f3)az,

0

Q
I

ho= P2f4+P2f3+b/oog2(3)(¢f6)m()dS—bOQfs k/oogl )(672)a(s) ds + ke (f1)e
0 0
— ok / 01(5) (05, )(5) ds + o f,
0
o = /0 g1(s)(1 — e ) ds,
g = /Ooogg(s)(l—es)ds.

Observe que (f1).. € H™' = (Hj)'. De fato, usando a extensdo do operador derivada temos
que

(fl)xac(v) = —((f1)x,vx), You € H&

Ainda, dado v € H}, temos que

|(f1):c:c(v)| = |<<f1)x,vac)| < ||(f1)x||||vzv|| = ”fl”HéHUHHé

Logo,

[(f)eallz-r =" sup  [(fi)ea(0)| = sup | fillmllollmy <[ fillmy < oo
veHM; ||v]|<1 vEH; |lv]|<1

Portanto, (f1).. € H~' = (H})'. Analogamente, concluimos que (f3),, € H ! = (H})'.
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Como f5(s), f¢(s) € Hg, segue que

/OOO 91(8)(@5)a(5) ds, /OOO 92(5)(075)ae(s) ds € H™L.

Além disso,
[oe)

oo s (s (o | (900 )al) s, [ a1()(0)a(s)ds € L = (L) > H
Dessa forma, g,h € H _1? pelo Lema 4.3, temoos que o sistema (4.41)-(4.42) possui Unica
solugdo (o, ) € H} x H}. Assim, ® e ¥ dadas em (4.36) satisfazem (4.30) e (4.32), respecti-
vamente, bem como as condigdes para estarem em D(A).

Como f; € My, pelo Lema 2.51 segue que

o) = [ e hilwdy € My
0
Dessa forma obtemos que
n(s) = ¢p(s) + (1 —e®) € My,

e, além disso, 7)(0) = ¢£,(0) + ®(1 — 1) = 0. Mais ainda,

1n(s) +ns(s) = ¢p(s) + (1 —e™*) — /O 8 e fs(y)dy + f5(s) + @™ = + f5(s),

ou seja, vale (4.34) e também n, = ¢ + f5 —n € M.
Analogamente, como fg € N N My, pelo Lema 2.51 segue que

Drs(s) = / e’ fo(y)dy € N1 N Ms,
0
dessa forma obtemos que
£(s) = 9y(s) +¥(1—e™%) e N M.,

e, além disso, £(0) = ¢4, (0) + ¥(1 — 1) = 0. Mais ainda,

€(5) 4+ E4(5) = dpu(s) + W(1 — ) — / 5 fo(y)dy + fals) + Ve = U+ fols),

0

ou seja, vale (4.35) e também &, = U + fg — & € N; N M,.

Resta mostrar que vale (4.31), (4.33) e, além disso,

APz + k/ 91(8)Nee(s) ds € L?
0
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Bthus + / " a(5)enn(s) ds € 2.
0

Com efeito, substituindo g em (4.41) obtemos

pr(@, @) + (A + kar)(gz + ¢, ¢.)
= p(fe, @) +pi(f1, ) + k/o 91(8)(D15)22(8)(P) ds — ki (f1)zz(P)

+ k/OOO gl(s)((¢f6)w(s)v 95) ds — kal((f‘?)x’ga)'

Usando a extensdo do operador derivada, u,,(¢) = —(uy, (), para quaisquer u, ( € H}, temos

que:

p1(e, @) + (A + kar)(gz + ¥, @r)
= 0(f0 @)+ pr(fr @) — / 61(5)(61,)(5), B) ds

k(R k[ o 9(6)e( D) ds — k(o). @43)
Como 1(s) = r,(5) + (1 — F1)(1 — =), segue que
(B)0(5),82) = (0(5),30) — (1= ) om0 + (1 — ) (f)or @) (444)
Analogamente, como £(s) = ¢, (s) + (¢ — f3)(1 — e~*), temos que

((¢f6)$( ) ) (gm( ) ) (1 —e )(%, 95) + (1 - eis)<<f3>my (ﬁ) (445)

Substituindo (4.44) e (4.45) em (4.43), segue que

(. 9) + Ot ke + 00 60) = pifa )+ 1(£10)~ [ 0(6) (o), )

/ 1= ) ds =k [ n(s)(1 = €N (s ) ds B 2
w k[ Pds—k [ n(s)(1 = ) (wa(e).7) ds

=k [T = e (s ) ds — ke (foes ).

0

ou melhor,

o1 3) — pr(fos ) — prlfrs @) — k /0 () (E(s), §) ds
- _k/ooo 91(8)<7]:c(5)7951> ds — A(pr + ¢795$>’



ou ainda,

—(—PW +p1fo+prfi+ k/ooo 91(5)&x(s) ds, @) = < — k/ooo g1(8)nz(8) ds — Mz + 1), Pa

G1

Como G € L2, pela defini¢io de derivada fraca, segue que

—k/ 91(8)M2z(8) ds — Mz + ) = —prp + p1fo + p1fi + /f/ 91(8)&x(s) ds
0 0

de onde,

o0

o / () aa(s) ds = prp— prfo — pufy — My — k / 01(5)€.(s) ds € L?

e, além disso,

1@ — Mgy +0)s — b / " 00(5) () + £4(5)) ds = pufo,

ou seja, vale (4.31). Agora, substituindo h em (4.42) temos que

A+ kar) (9o +0,9) + pa(1h, ) + (B + bag) (Y, V)
= palfu ) + palf D) — b / () (D)o (8), ) s + baa(( o) 0)

% / " () (D7) (3),D) ds + ke (fi)er §) — & / " () (63)(5). D) ds
+ kOﬂ((fSﬂL)'

Mas, por outro lado, temos que

((¢f6)06(8)7 x) = (Sx(s)’qj)ac) (1_6 )(77Z)a:7¢x) (1_6_8)((f3)m7@;x)7
(D1)(8),0) = (mals),9) = (1= ) (pas ) + (1= ) ((f1)ar ¥),
(D10)(s),0) = (&(s),0) = (1= €)W, &) + (1 = ™) ((fs), ).

Logo, substituindo (4.47)-(4.49) em (4.46) segue que

100

)

(4.46)

(4.47)
(4.48)
(4.49)

Aw + 0, 0) + pa(¥,9) — pa(f1, ) — pa(f, )+k/ooogl(5)(ﬁz(5>7@d5

Lok / " g5 (E(s) D) ds = — Bt i) — b / " ga(5)(Eals), B) ds,
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de onde

- (—)\(% + 1) — patb + pafa+ pafs — k’/ooo 91(8)(nz(s) +&(s)) ds,&)

-

G2

= (_wa _b/ g2(s)£m<s) ds?@%)? v& € H&u
0
e como Gy € L2, pela defini¢do de derivada fraca, temos que

- xx_b N 2(S)Qzx\S ds
B =0 [ 02(96l)
= =Mz + ) = p2t0 + pafa+ pafs — k/o 91(8)(me(s) +&(s)) ds,

ou seja,

B¢xax + bA gZ(S)éa:ac(S) dS

e A(pat 6) + path — pofs— pafs + / " () (na(s) + () ds € I

e, além disso,

o0

P2 — Bibs + Alpa +0) — b / " a(5)Euals) ds + k / 01(5) (1a(5) + £(3)) ds = o,

isto é, vale (4.33). Portanto, concluimos que U = (¢, ®,1, ¥, n, &) € D(A) é a tnica solugio
de (I — A)U = F, como desejado. O

Teorema 4.5. Seja A : D(A) C ‘H — H definido em (4.24). Entdo, A é gerador infinitesimal

de um Cy-semigrupo de contracoes em H.

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.67 basta mostrarmos que A € dissipativo em H, que o operador

I —A: D(A) C H — H é sobrejetor e que D(A) = H. Pelos lemas 4.2 e 4.4 segue a
dissipatividade de A e a sobrejetividade de / — A. A densidade do dominio do operador segue

do Teorema 2.28 e do fato de H ser um espaco de Hilbert e, portanto, reflexivo. [

Teorema 4.6. Se Uy € D(A), entdo o problema (4.23) possui uma tinica solugcdo
U € C([0,00), D(A)) N CY([0,00), H).

Demonstragdo. A demonstracao segue dos teoremas 2.69 e 4.5. [

Baseando-se nas ideias de [14], mostraremos que a solu¢do do problema decai

exponencialmente, independentemente da hipétese (1.6).
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4.2 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Nessa secdo vamos mostrar que a solu¢do do problema (4.14)-(4.19) € ex-
ponencialmente estdvel sem assumir a hipétese (1.6). Para isso, vamos utilizar o método da
energia. Dessa forma, nosso objetivo inicial € mostrarmos que existe uma constante C' > 0 tal
que

%E(t) +CeB(t) <0,

onde a energia F(t) do sistema no tempo ¢ > 0 é definida por

B0 = 5(IeaOF + o + 1O + 1O + [ anolak(o)1?ds
+ /Ooo g2(3)1&z ()| ds + /OOO 91(5>H£t<5)H2d‘9)' (4.50)
No que segue, omitiremos a varidvel ¢ e utilizaremos a seguinte notagao
v=pi+ep e w=yY+ep, 0<e<l

Lema 4.7. Considere 0 < ¢ < 1. Entdo,

1d

ST { PVl + Al + 9112 + Epillel® + pollwl® + Bllvel* + € pallv]|?

+ k/ 91.(8) |72 (s) +5(8)H2d5+b/ 92(8)!!€x(8)|!2d5}
0 0
+ Aellpa + ¥ = eprllvll* + Epulloll® + Bellval® + Epall¥* — ep2flwll®

- g/ooogll(s)”nx(s)+f(8)”2d8—g/ooogé(s)ufl,(s)HQ ds
= I,

onde

R = Re[—be / " 0a(5) (s £0(s)) ds — ke / T () (n + uals) + E(s)) ds) .

Demonstragdo. Seja 0 < € < 1 fixado. A demonstragdo sera feita em etapas.

Passo 1: Multiplicando (4.14) por v = ¢, + ep em L? obtemos:

P1(@it, Pt + €0) — MPaw + Va, 01 + €0) — k‘/o 91(8) (Nee(5) + &x(5),v) ds = 0,
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utilizando integracao por partes obtemos

p1(ou + €pr, o1 + €0) — pr(epr, o1 + €0) + M Pas Pt + €0z) — MWz, v)
ok / 01(5) (1a(5), v2) ds — & / 01()(Ex(5), v) ds — epa ]2
0 0
+ epi(pr +ep, pr +ep) =0,

ou melhor,

p1(v,v) — pre(r, 1) — pre*(@e, ©) + A@a, @) + Ae(@a, 02) — AUy, )
— ep|[v]]? + epi(er, 1) + €p1(er, @) + E€pi(p, 1) + € pi(, )

+ k/ 91(8)(1n2(s), vz)ds — k/ 91(8)(&(s),v)ds = 0. (4.51)
0 0
Tomando a parte real em (4.51) segue que

1d
§£{Plllvll2 + Az |* + €2P1||§0||2} + Aellpal* = epi ol + Epille]?

— ARe(w )+ [ ORel9). ) s~k [ goRe(E(s),0) s

- 0. (4.52)

Passo 2: Multiplicando (4.15) por w = 9, + € em L? obtemos:

p2(Vee, Vi + €)) = B(Wag, Yy + €0) + Mz + U,y + €))

o0

-0 /OOO 92(5) (as(s), w) ds + k / 91(5)(na(s) +&(s), w) ds =0,

e usando integragdo por partes segue que
p2(V + €, Yy + €h) — pa(ethy, Yy + €)) + By, Ya) + Be(Vy, ¥g)
+ Az, w) + A(th, ¥r) + Ae(,¥) + b/o 92(5)(&x(5), w,) ds

ok / 01(5) (1a(5) + £(5), w) ds — epaljwll® + epa (i + eth, by + et6) =0,

de onde, vem que

P2(wt7 w) - p26(¢t7 ¢t) - 0262(¢t7 ¢) + B(waza wt:c) + 5€wa”2 + A(@l‘a w)
+ AW, ) + Ael[Y]]? = epallw|® + epa(r, 1) + € pa (e, 1) + € p2(t, ¥y)

o0

© Ep(.) b / " () (Euls), we) ds + & / 01(8)(na (3) + £(s), w) ds = 0.
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Tomando a parte real na igualdade anterior segue que

d

E{m!lwl\2 + Bllal* + (A + €2p2)|\¢||2} + Bellgall* + (A + € pa) [ ¥

— epallw]® + ARe(pg,w) + K / " () Re(na(s) + £(s), w) ds

N —

+ b/oo g2(s)Re(&,(s), w,) ds = 0. (4.53)
0

Passo 3: Multiplicando (4.16) por k1 em M temos que

K / " 015 (e (3),ma(5)) ds + / " 01(5) (ea(5), 7a(5)) s = / " 01(5) (e, mu(s)) ds.

Tomando a parte real, integrando por partes em s, somando e subtraindo ey, obtemos

kd [*

st ),

— ok / 01(5) Re(va,ma(s)) ds — ke / G1()Re(pon(s)) ds.  (454)
0 0

n@a(e) P ds =5 [~ dlnol s

Passo 4: Multiplicando (4.17) por b§ em M temos que

o0

b / " 02(5) (Els), £0(5)) ds + / " 02(5) (Enn(3), Euls)) ds = b / 92(5) (s £1(5)) ds.

Tomando a parte real, integrando por partes em s, somando e subtraindo €),., obtemos
bd [ b [~
s | mOleORFas—3 [ golemlR e
= b/ g2(s)Re(wy, &:(s)) ds — be/ g2(s)Re(Vy, Ex(8)) ds. (4.55)
0 0

Passo 5: Multiplicando (4.17) por k¢ em Ny, temos que

k / " () (E(s), E(s)) ds + & / () (Eu(s), () ds = & / " 1) (. £(5)) ds.

Tomando a parte real, integrando por partes em s, somando e subtraindo ey obtemos

o RGO TR IS
— ¥ / " g1 () Re(w, (s)) ds — ke / " g1 () Re(t,€(5)) ds. (4.56)

Passo 6: Multiplicando (4.17) por k7, em N temos que

k / " () (E(s) ma(s)) ds + & / " () (Eu(s)mals)) ds = & / " 01(5) (s (5)) ds,
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ou seja,

k / " () (E(s),ma(s)) ds — & / g (Eals)mi(s)) ds + & / " () (Els) m(s)) ds
Tk / " () (Euls)mals)) ds = & / " () (w.ma(5)) ds — ke / " g1(5) (W, ma(s)) ds

Tomando a parte real e usando integragcdo por partes sobre x obtemos

b [ R ) s+ [ () Re(Euls)m(s) ds
k[ R ) ds = [ (o) Relw,na(s) ds
- ke/ooogl(s)Re(w,nx(s))ds. (4.57)

Passo 7: De (4.16) temos que 7, + 7)sz = 1., multiplicando por k€ em N segue que

K / " () (E(s), ma(s)) ds + & / " () (E(s), muals)) ds = & / " () (E(s), pre) ds.

Usando integracdo por partes na ultima integral obtemos

k / g1(5)(&(8), ma(s)) ds + k / g1(s ) Nsz(8)) ds
0 0
T k/ 01(5) (€, ds—k/ g (s ds_—k/ 01(5)(€:(5), 1) ds.
0 0 0
ou melhor,

k / " () (Eu(s)mals)) ds = & / " () (E(5) o)) ds
© ok / " 0u(5) (E(S), muals)) ds + K / T () (Euls)mals)) ds + K / " () (Eals), r) ds

Agora, usando integracdo por partes sobre x € somando e subtraindo ey, obtemos

[ 6 m(s)ds == [~ o)) mo)ds
k[ e mDds k[ a6 ods ke [t s



106

Tomando a parte real e usando integracdo por partes sobre s obtemos

[ R o) ds = <k [ e Re(ea(s) ) ds
- k[ g@R) n @) s+ k[l Re(e(s). 00 ds
— ke /OOO g1(s)Re(&,(s), p) ds. (4.58)

Substituindo (4.58) em (4.57) segue que

b [ R ml) ds+ k[ (Re(Euls) (o) ds

o0

% /OO (O RCa(s)n(s)) ds — b [ g1 () Rele(s)me() s

0

+ / s)Re(&.(s ds_ke/ooogl(S)Re(fx(s),(p)ds
= / g1(s)Re(w, n.(s)) ds — ke /000 g1(s)Re(v,m.(s)) ds.

Assim,

[e.9]

ES [ ) Re((s), me(s)) s — b / " G5 Re(€(s).ma(5)) ds

0

— b [ o Relw. () ds — ke [ (o) Relna(s)) ds
-k /000 g1(s)Re(&,(s),v)ds + ke /OOO g1(s)Re(&.(s), ) ds. (4.59)

Somando (4.52)-(4.56) e (4.59) temos que

1d
2dt

Iy / " g1() Ime ()] ds + b / " ga(s) a2 ds + k /0 () €(s) 2 ds

0
2%k R d A 2 2 3 2 2
+ 91 e(§ (s))ds ¢ + Aellgz|” = epr[lv]]” + € prllel|” + Bella ||

{plll’v\2 + Mlal* + Epillell® + p2llwll? + Bllvall + (A + epa) 9]

— ARel(00,0) — (o)l + 0+ ) 17 — palloll = 5 [ il ds

_ é > /S $)12 3_6 > /5 s)I2ds — - "(s)Re(&(s S S
5 | sleas =5 [ d@leEd—k [ R, n()d

— ke [T o Relb (o) ds ke [ gl Re(en(s), o) ds

_ ke/ooo 1(s)Re(0x, nz(8) s—be/ooogg YRe(Vg, Ex(s

~ ke [T (o) Re(w(s)) s (4.60)
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Observe que

—ARe[(r,v) = (pa,w)] = —ARe[(Y, o1 + €p) = (s Y1 + €)]

= —ARe[(Ya, 01) + €, ©) = (9u, V1) + €(p, )]

= —ARe[—(V, p1z) — €(¥), 0) = (Pus 1) — €(¥, 2]

= ARe(V, 01a) + ARee(), 0) + ARe(@q, 1) + ARee(1), g )
= ARe(p, V) + ARe(p, ) + 2XeRe(V), @)

= )\%Re(gpx,w) + 2XeRe (), .. (4.61)

Substituindo (4.61) em (4.60) obtemos

1d

5%{01”””2 + Mel|? + Eprllol + pollw|* + Bl|lv* + (A + 2p2) |02

k/o g1(3)lIna(s) + &(s)|* ds + b/o 92(5) 16 (s)|* ds + QARe(%W)}
Aelloal|” = epullvll® + Eprllell* + 2XeRe (v, ¢u) + Bellva]|* + (A + € p2) [0
b o

k, o0
ol =5 [ (e + €@ ds =3 [ gl ds

ke / " () Re(pn + 6, ma(s)) ds + ke / " (s Re(p, £4(5)) ds

be /000 92(8)Re(Yy, Ex(s)) ds — ke /000 g1(s)Re(,&(s)) ds, (4.62)

de onde, vem que

com

Ry

+
ol
O\
Na}
=
—~
V2)
-
=
3]
~—~
V)
SN—
+
7%
—~
V2)
-
T
QL
(V)
+
S
c\
8
Q
%)
—
V2)
-
T
153
—~
V2)
-
o
Q.
V2)
——

+ Aellps +¥I1* = epllvl* + Epullell” + Bellvall + Ep2ll¥)1* — epz||wl]f?

k b

- —/0009’1(8)”%(8)+€(8)I|2d8——/Ooogé(S)lléx(S)IIQdS

2 2

= Ry, (4.63)

_ Re[—be / " 02(5) (e Eu(s)) ds — ke / () (a4 mals) + E(s)) ds|

como queriamos provar. [
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2

)
Lema 4.8. Considere 0 < € < T onde 6 > 0 é dado em (4.8). Entdo,

5 o
Ri € beyelulP + kevllee+ ol + 5 [ m(o)le o) ds
5 o0
£ 5[ aln + s

Demonstracdo. Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

B < \—be / " a5 (s £0(s)) ds — ke / " 01(5)(n + y1a(5) + £(5)) ds
< be / " 0a(5)] (o, Ea(s))] s + ke / " G5 (9e + s 1mals) + E(5))] ds
< be / " el €(5) | ds + ke / " () e+l Imels) + E(9)]| ds.

Aplicando a Desigualdade de Young para /€ segue que

Reo< b [TVl + \/n@;( I ) ds
+ ke [T (ﬁn% U+ ) +§<s>||2) s,

ou melhor,

Ri < bneelil? + Ve [ m( I ds+ hanev/llgn + 0l
]{/‘ oo
= V[ a)lns) + )P as

2
Usando o fato que € < T e ap, by < 1, segue que

5 [ee]
Ri < be/elull + hevlles + vl + b [ aals)lets) P ds
0

b [ aln) + P ds

como queriamos. 0

Tendo em vista os lemas 4.7 e 4.8, nosso objetivo é construir um funcional

linear £(t) equivalente ao funcional de energia E(t) e que satisfaz

%L(t) +CeL(t) < 0. (4.64)
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Considere agora o funcional

1

L) = Q{plllv(t)ll2 + Mlga(t) + 0O + Eplle@I + pallw(®)I* + Bllv. ()]

© Cnllb®)? 4k / " () Ina(s) + E)IPds + b / mgg<s>||5$<s>||2ds}, £>0

Provaremos que para e suficientemente pequeno temos que £ é equivalente a

energia F.

Lema 4.9. Seja 0 < € < 1. Entdo, existem constantes C', Cy > 0 tais que

C1L(t) < E(t) < C2L(t), Vit > 0. (4.65)
Demonstragcdo. Observe que
1
L) = 5{01I|v||2 + AMla +II* + Eplll* + pallwl® + Bllval* + €palJ 0]

+ k’/ 91.(8) |72 (s) +€(8)H2dé‘+b/ gz(S)HSx(S)szS}
0 0
1
= §{pl\l<ﬂt +epll” + Moo +UII° + Epallol* + pallvre + el + Bllval® + €p2ll ]

+ k/ooogl(S)Hm(S)+£(8)I|2d8+b/ooogz(8)|!€x(8)|!2d8}-

Usando a Desigualdade Triangular obtemos que

L < %{2p1||%||2+2me2||¢||2+wmuz+2Auwuz+e2muso||2+2p2||wt||2
#2800l AP+ oull + 2k [ (o) s
w2 [l ds o | oogz<s>ufx<s>u2ds}
- %{ZMH%!F+301€2H<P|!2+2AH%\|2+2A|WH2+2p2\|th2+3€2p2|!¢|\2
+ Bl 2k [T a@ln s+ 2k [ ol

s f °°92<s>||5x<s>u2ds},
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e usando a Desigualdade de Poincaré temos que

1
L) < 5{2p1|190t!|2 +3p1€°cp | 0all + 2M0all” + 22y |90 | + 202

3 a0l + Bl + 2% / 91() s (5)]2 ds + 2 / g1 ($)lIE)|? ds
0 0
b " 2d
=0 [T alleo }
_ %{er%u? T Bpaeey + 20 0all? + 20y + 3¢2pacy + B[ + 200
T / 61(5) s (5)]2 ds + 2k / g1(5)1€() 2 ds + b / m(s)ll&(s)Hst}.

Agora, pelo fato de que € < 1, obtemos

L(t)

IN

1
5{2p1||90t||2 + (3p1cp + 2N [[@all” + (2X¢, + 3pacy + B)|Wal* + 221w *

2k - . 24 2k ” 24 b ” - 2d
i / 01(5)l17a(8) 117 ds + / () IE)IP ds + / ga()lIEx(5)] }
1 o0
< 501{”%”% loall? + el + ]2 + / 01(5) e (5)2 ds
0

+ /00091(8)“5(5)H2 ds—i—b/OOOgQ(S)HfI(S)Hz ds}
= CiE(t),

onde Cy = max{2p1, 3p1c, + 2, 2A¢c, + 3p2c, + B, 2p2, 2k, b}

Por outro lado, temos que

1 oo
E(t) = 5(H%HQ+H%H2+H%H2+HMZ+/O 91()na(s)]|* ds
+ /0 92(5)||£x(8)||2d3+/0 gl(S)HrE(S)|I2d5>
1
< 5(2%+¢|l2+2||w1|2+2|\sot+<—:</)||2+262||90H2+II%H2
+ 2H¢t+6¢\|2+262|!¢\|2+2/0 91(8)lIma(s) + &(s)[|* ds

Lo / ) E)P ds + / " ()P ds + / °°g1<s>us<s>wds)-
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Pela Desigualdade de Poincaré e pela hipétese (4.9), segue que

1
BO < (2o + 0P + 250l + 20lP + 2200l + [l + 2l
2l 42 [ o)) + 6P ds 267 [ mlEOI ds
0 0
+(s)]?d » +(s)]?d
N RO ICIR el AASEI

1/2 2¢, +1
_ = _/\ . 2 P
5 (3w +vlP +

2 2 2 o
+ —pafwl* + —erZIWH2 + —k/ g1(5)lIna(s) +&(s)|* ds
P2 P2 k- Jo

3 1 o
B0 [ sl as)

1
< 50 (AH% + [ + Bllval* + prllol* + pr€lloll* + pallw]?

2
——Blval® + —mHvH2 + Eﬂl€2||90H2

%-pﬁwwﬁ+k1fgd$MA$+§@M%k+bzwm@M@@N%k)
= (CLL(1),

2 2 1 2 2 23 1
onde@:max{_ 2p+1 2 2 2 7_+}

)\7 ﬂ 7p17p27k7 b

]
52
Lema 4.10. Considere ) < ¢ < min {Z, 1}, onde 6 > 0 é dado em (4.8). Entdo,
d
LB + Q= kVO)llpe +UI° —epllvl + Epllel® + (8 — by/e) [l
ko [ by [
+ Enlvl* — epe|wl® + Z/ gu(8)lIna(s) + E()IPds + 7 [ ga(s)l|a(s)II*ds
0 0

k [ b [

=4[ GOl e ] [ gl <o (60
0 0

Demonstragdo. Segue dos lemas 4.7 e 4.8 que

53§ Aol + Mo+ 01+ @l + pall + Bl + Epall?

E[T o)+ @ ds +o [l as)

+ ellgn + vl = eplol]® + Epullgl? + Belluall? + Epalll = epalful?
k o b oo

- 5[ Al s =3 [ sl s

5 (0.9}
beV/ellva||* + kev/ellps +¥|° + 86/0 92(3) 1 (5)|* ds

+ 5h [T @l + el ds

_l’_

IN
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de onde, vem que

1d
2t { prlloll? + Mis + 612 + Epulll> + palleo] + Blle |2 + ps 0]
bk [Tl + 6P +0 [ a7 ds
0 0
£ A= kA lgn + I — eprlol? + Epr ] + (8 — by l2 + Epallul?

b

— anllolP =5 [ o))+ ds =3 [ gl as

< 9 @O s 5k [l ol ds

Logo, temos

d
CL) + = hvllgs + I — emllol + Eonllel? + €8 — bR + €l
k [ b [
= eplolf =5 [ a3 [ gl P s
O e o o
< @ mOlePas+gh [ a@ln) + ol

usando (4.8) obtemos que

d
L) + A= kVe)llpx +vlI* —epullvl* + Epullol® + (B — bv/e) [a* + € pa [0 [|*

dt
— ol =5 [ GG €@ ds = [ gl + €I ds

- [T aeleera- 1 [T doleelk
5 ) v+ L [T gsleias
< 0.

Novamente de (4.8) obtemos

d
SL(0)+ e = kVOller + 61 = epallo® + gl + (5 — bVl
ké [ b6 [
Ol el + 5 [ (@l + €0 Fds+ T [ ol ds
ko[, bo[>
- 5 A e [ gl P <o 467)

O

Observe que devido aos coeficientes negativos que acompanham os termos

|v]|? € ||w||* em (4.67) este funcional £ ndo satisfaz a desigualdade (4.64). A fim de corrigir

estes coeficientes negativos, construiremos um novo funcional £y(¢) equivalente ao funcional
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L(t) e que satisfaz
%Eo(t) L CeLo(t) < 0. (4.68)

Considere w = 8emax {&, %} para ¢ > 0 suficientemente pequeno, que serd escolhido

Qo Vo
posteriormente, e defina

Lo(t) = L(t) + wI(t) + wI(t) + wH(t), t>0,

onde -
() = — / () Re(pnn(s)) ds, 130, (4.69)
0
I(t) = —/ g2(8)Re(y, £(s))ds, t>0 (4.70)
0
e [o@)
H(t) = —m/ g1(s)Re(&(s),&(s) 4+ 2n.(s))ds, t >0, 4.71)
0
em que
aic, bic
m = max {gj ﬁ;’}

com ag, a, by, by dados em (4.6) e (4.7).

Mostraremos que, para € > 0 suficientemente pequeno, £ e L, sdo equivalen-

tes.
Lema 4.11. Considere 0 < ¢ < mi o bo d
11. Considere € < min onde
16P1M7 16p2M
M = max {@, @, <A Zm, (6 + dm)eyy + }
p1 P2 k b
Entdo, . 5
§£(t) < Lo(t) < §£(t), t>0. 4.72)

Demonstracdo. Primeiramente, temos que
Lo(t) — L(t) =wJ(t) +wl(t) +wH(t),
de onde

Lolt) — L) < wl ()] +wlI(0)] + wlH )
wlsﬂﬂ@wmm@+wl ga(3)| (4, £(5))] ds

T mwlmm@ﬂ@@%ﬁ@+2%®DM&

VAN
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Pela Desigualdade de Holder obtemos

Lot) — £()] < w / " )l In(s) ds + / " )l ds

+ mw/00091(8)||f(8)||||§(3)||ds+2mw/0 a1 () IE)|||1m=(3)]] ds,

e aplicando a Desigualdade de Young, segue que

I

0o s 2 ] t2 s 2
Lo(t) — £(8)] < w /0 gl<8><”%02t o) > et /0 gz<s><”¢2” O] > .

o0

o 2 2 2
+ e [ o) P s+ mo [ g1<s>(\s<s>u +unx<s>u)ds.

Agora, usando a Desigualdade de Poincaré obtemos

o0

wayg wbo

Lo = L)) < Pl + 52 [ qr)lma(s)I ds + ]
0
+ S w) &) ds + mw / 91(5)€(s)] ds
0 0

b ow / " )€ ds + muo / " () Ina()P ds,

ou seja,
L0t~ £0)] < L]+ wey /0 01(8) [me(5) + ()12 ds
o0 b o0
+wey [T ol as+ Pl + % [T nlal
T o /0 " g1 ()1E)]? ds + mu /0 ()]G ds
+ 20 [T g)lna(s) + € ds + 20 [ el s,
0 0
ou ainda,
Lo(t) — L] < wapl|v]]2 + wape?|||]2 + (wep + 2mw) / 91(3)|1m(5) + £(5)||? ds
0

+ (w0p+4mw)/ g1(8)16(s)|I* ds + whol|wl]|* + wboe?|| |
0

we e
+ 52 [ o)l P s

< waol!vll2+wa062!l<ﬁ!\2+(wcp+2mw)/ g1()lIma(s) + &(s)[|* ds
0

+ (wep + 47W)L7/ 92(8) 16 (5)|I* ds + whol|wl|* + wboe?[|||*
0

we &
+ 5 [T mleoIrds
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Logo, temos que

a a cp +2m o

20— £01 < o] ontoll + oot + S [ g0 + €0l s
((cp +4Am)c,y +2) [ b b
P [ ()P s+ gl + 2
< wML(t),
2 4 &
onde M = max @,b—o,cp—i— m, (e +4m)eyy + 3 . Assim,
P1 P2 k b

(—wM + 1)L(E) < Lo(t) < (wM + 1)L(1).

Qo bg
16p1M, 16p2M

Como 0 < € < min { } segue que w < 7~ de onde obtemos que

%L‘(t) < Lo(t) < ;£(t>'

O]

Finalmente, vamos mostrar que L, satisfaz (4.68). Para isso, vamos obter
estimativas para a derivada em relacdo a ¢ de cada funcional J,I e H definidos em (4.69),
(4.70) e (4.71), respectivamente, como segue nos proximos trés lemas.

Para os proximos resultados definamos

A= [ @l + €0 ds+ [ a6l ds (4.73)
0 0
Lema 4.12. Sejam J dado em (4.69) e A dado em (4.73). Entdo, existe uma constante c¢; > ()
tal que
d 11 Qg aic, [
Ej(t) <al(t)zAz — 5H90t||2 - g: i g1(s)[[n=(s)||? ds.

Demonstragdo. Considere a derivada de J em relagdo a ¢ que € dada por

d

G0 == [T a@Retunends =~ [Ca@Rn)ds @

Usando (4.14) temos que
- / 61 () Re(om (s)) ds
-/ gl<s>Re(E<%+w>m+E / gl(r)(nﬁﬁ)z(?“)dhn(S)) ds,
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e usando integrag@o por partes segue que

- /OOO g1(s)Re(pu,n(s)) ds
= 2 [Taeree. s o as [T ame( [ a0+ 00 ) ds

Aplicando a Desigualdade de Holder obtemos

- /OO (3)Re(pu, n(s)) ds

< 2 / (s + 0l (9] s+ / e ()0 + E)(r) dr | 17a(5) | ds

— g%< s + 192 (5)|Ine(s)]] ds

Pl
9i (s) /Ooogl(r)(nx+§)(7‘) dr||gz (5)l|n. (s)]] ds

o
< pi( / °°gl<s>r|%+wu2ds)é( / °°gl<s>r|m<s>\|2ds)é

o1 Jo
b ([Cae| [Camm o 2ds)§(/Ooogl<s>r|m<s>n2ds)2,

ou melhor,

+
[NIES

-

N

/ " g Re(omn(s)ds < ad s+ ] ( / N gl<s>||nx<s>u2ds>

P 1 1
)( [ a@lneiRas)”

l<:1<
+ —a
010

/0 " g1 (8) (e + )(5) ds

Usando as desigualdades de Holder e Triangular obtemos

- /0 " g1(5) Re(pusn(s)) ds

IN

>\ % ~ S S S 2 S = S S 2 S %
ma0||80x+1/1”<2/0 D)) + €I +2 [ leCo)] d)

+ Lo f °°gl<s>unz<s>+5<s>u2ds)%( / mgl(S)!\nx(S)\\Qde-

Agora, pela Desigualdade de Poincaré e usando o fato que ¢g; < g, segue que

- / " gu(s)Re(pun(s)) ds

IA

2ad s+l (2 [ nolete) + @)1 as + 20 [ 92(8)H€x(8)|!2d8)

; pﬁ( / " 0(®)lns) +5<s>||2ds)5( / Oogl<s>||nx<s>||2ds)2,

-
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ou seja,

- /Ooogl(S)Re(wtt,n(S))ds

1

A 1 o0 o0

< —a&Mluwwn( [ aoats) + ol as + | gz<s>u§z<s>u2ds)
P1 0 0

+ kX p(t)s A,
P1

Pelo Lema 4.9 obtemos

- [ a@Relpeno)ds < Dancmia+ tcuLmial
0 P1 P1
< aL(t)zAz, (4.75)
aé kag
em que M, = max{2,2¢c,7}ec; = —M; + —Cb.
P1 P1

Por outro lado, usando (4.16) temos que

- / g Re(nm(s)ds = — / " g1(s) Relpu, 1 — mo(s)) ds
. / " (s Re(pns 1) ds + / " gu(s)Re(u, ma(s)) ds

= —/Ooogl(s)H%”zds+/Ooogl(s)%Re(g0t,n(s))ds.

Agora, usando integracao por partes e a Desigualdade de Holder obtemos

- / " () Re(onm(s)) ds = —aollgall® — / " g(s) Relonn(s)) ds
< —aollel? - / " g18) (o m(s))| ds
< —aollal? - / " gillerdlins) ) ds.

Aplicando a Desigualdade de Young com € = 2a_0 segue que
(431

[ee] [ee] a a
- / g1(8)Re(pr,mi(s)) ds < —aollge])* — / gi<s>(2ousotu?+1 \In(8)|!2>ds,
0 0 aq 2(10

e usando a Desigualdade de Poincaré temos

apay

o a o0
—/O g1(s)Re(r,m(s)) ds < —aollel® + ||<Pt|2—16p/0 g1(8)Inx(s)|1* ds

2&1 2(10
@9 2 aicy [, 2
< =Dl = 22 gh (o)) ds. (476)
ao Jo
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Logo, substituindo (4.75) e (4.76) em (4.74) segue que

d
o (1) = allt )7AY — —H el —

ale

2a0 J, 91(8)|In:(s)|1* ds.

O

Lema 4.13. Sejam I dado em (4.70) e A dado em (4.73). Entdo existe uma constante co > ()

tal que
d b bic, [
) S L) A7 = Zwl® = 22 [ gh(s)lléa(s)I ds. @.77)
Demonstragdo. Derivando I em relacio a ¢ obtemos
d oo oo
GO = [ moRese)ds [ w6l @)
0 0

Usando (4.15) segue que

/000 g2(s)Re(y, &(s)) ds

= 2 [T et s - / n@Re( [ ) drg(s) ) s

)\ o0 o0
- gz<s>Re<<<,ogc+w>,5<s>>ds+g /0 92836( /0 gl<r><nz+§><r>dr,§<s>) ds

e usando integracao por partes temos

/000 g2(s)Re(y, &(s)) ds

= D[ mren st + - [ nre( [ ne0) e )

A o0 k o0 o0
+ 2 [ R+ o) sepas+ £ [ 92(8)R€< / gl<r><nx+s><r>dr,s<s>) ds,

ou seja,

- / " ga(3) Re(un, €(5)) ds

/ 92(8) | (s Ex (8 yds+/ go(s

w2 [Tl vnelds+ - [

IN

ds

([ et anes)

(/OOO g1 (r)(ne +&)(r) dr,g(s)) ds
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Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

- /0 " gas) Re(tu, (s)) ds

/Oogz Vb 1€:(5) | ds +b/°°92

2 [ ol i s+ X [T s

s B

= 2 [T s llod @t ds+ = [ as
A [>*L 1

+ = [T Olles + vlai )€ ds

IRNLAY A 1 /Ooogm)(ws)(r)dr

P2 Jo

IN

)| [ setrre Hng )l ds
/ (e +E)(r Hwa )l ds

0°°92< & (r) dr |93 (5)lIEx(5)]] ds

o3 ()|I€(s)]| ds.

Logo, pela Desigualdade de Holder, obtemos

- /0 " o) Re(t, €(s)) ds

< B[ oo ||2ds)5(/0°° ()\Iéx(s>\\2d8>%
. pb(/ )| [ o r2d8>5(/°0 2(3)]IEs ()2 d )%
T :(/ $)llw + vl d > ( DI d )
([T o ) ([ el ds) 7
ou melhor,
_ /OOO 92(5) Re(tbu, £(s)) ds
< Zoioa (| °°92<s>r|sx<s>uzds);
e Db (| [ oot )( / °°gg<s>||§gc<s>||2ols)é

n %bé’H%erH( / °°g2<s>u»5<s>||2ds)2

; ﬁbg( )( / ) 92(8)H§($)H2d3)%-

P2

/0 " () (ma(s) + £(5)) ds
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Agora, aplicando a Desigualdade de Poincaré temos
- / 92(s) Re(Yu, §(5)) ds
0

ﬁ % - S S 2 S
< pzbon%u(/o g2(5) €. (5)] d)

- L /Omm(sﬂ,gx(sﬂpds)é( / °Og2<s>usx<s>uzds)é

.\ %bécpn%wn( / wgg<s>||5x<s>||2ds)

+ oo, (0 [l +§<s>||2ds)§( [ aeras)

po

=

Logo,
| s Retung()ds
| .
b6 it 41, bo o 11 g 11 b 11
< N LnEAb+ L)t Ab + N £(t)EAY + Do r()EAS
P2 P2 P2 P2
< oL(t)zAz, (4.79)
b by bE b
onde ¢y = max {—0, —O, —Ocp, —Ocp}.
P2 P2 P2 P2

Por outro lado,

- / " () Reun 6(s)) ds = — / " () Reltn. b — E4(s)) ds
— [ Rt s+ [ o) Re(un & (9)ds
[l s+ [ onts) - Reting(5)) ds,

e usando integracao por partes e a Desigualdade de Holder obtemos

- / " ga(s)Re(¥n &) ds = —bolltall? — / " (s Re(un, €(s)) ds
< bl - / " 0(5) (e, £(5))] ds
< “bollll? - / " gl ds.
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b
Pela Desigualdade de Young com € = ﬁ segue que
1

- [T mRevesends < <l = [T o) (Gl + g IEEIR) ds

e agora pela Desigualdade de Poincaré obtemos

o bob b <,
/ g2(s)Re(r, &(s)) ds < —bolles||* + ﬂII@/)tH2 - 2—;0%/ 95()l|€x(s)]I* ds
0 0
b bic, [,
< —2lP = B2 [ ghls) (o) ds (480)
0
Substituindo (4.79) e (4.80) em (4.78) segue que

d i 2 blcp = 2
511 < L ()2 A7 — —||¢t|| > | 92(8)[[€(s)|I" ds.

Lema 4.14. Considere H dado em (4.71) e A dado em (4.73). Entdo, existe c3 > 0 tal que

d

GHO < ctwial—m [T G ds - 2m [ g6 Re(e(s)ns) s

Demonstracdo. Derivando H em relagado a ¢, obtemos

d

GHO = = [ Re(&().606) + 2na(e)) ds = [ (IRe(Es) 5 + 2ma(s)) ds

S / " g1()Re(€(s), £(s)) ds — 2m / " g1 () Rel&(s) ma(s) ds
—m / 01(8)Re(€(5),64(5)) ds —m / 91(5) Re(€(5), ma(s)) ds
= —om /0 91(9)Re(€u(s),E(s)) ds — 2m % /0 91()Re(€(s), a(s)) ds.

Usando (4.17) e (4.59) segue que

d

GHO = <2 [ Re(w = 661, ds = 2m [ gl (IRe(€(5) () ds

~ om / " gu(s)Re(w, no(s)) ds + 2me / " () Re(t, ma(5)) ds
© om / " gu(s)Re(als), v) ds — 2me / " (s Re(Eu(s), ) ds,



ou seja,

d
dt

—H(t)

+

~2m [ (o) Re(wn (6D ds  2m [ on(s)Rel (), () s
2m/ 91(s)Re(§(s), 2 (s ))d8—2m/ g1(s)Re(y — e, my(s)) ds
2me [ (el (o)) ds+ 2m [ (6 Re(ea(s) o+ o) ds
2me [ () Relée (), ) .

Pela Desigualdade de Holder obtemos

ou melhor,

d
dt

d
dt

—H(t)

—H(t

IN

)

2maénwtu( / " () lmals) + <s>r|2ds)

< 2 [ a0 +Elds+m [T ol L)1 ds
- 2m/ ¢l (5)Re(€(5), ma(s ))ds+2m/ 91(5)|(&(s), o) ds
m [ o wellnats) +€(6) ds = m [ gi(s)lg(s) 17 ds

= 2 [ g Re(e) ) ds+2m [l lled ds

1

([~ sl ds)Q(/m () lma(s) + <>H2ds)

_ m/ g ()]IECs \ds—2m/ ¢ (5 Re(€(s), mu(s)) ds

+ o [Tale >u2ds) ([ s ds)%,

IN

IN

N|=

m/ A2 ds—2m/ d(s (5)) ds

2masv||sot||( Yl s)? ds)2
dmad B(t): A} —m / ¢,(5)€(5)|2ds — 2m / ¢, (5) Re(€(s), 1a(5))ds

Qmao VE(t)

0

K\J\»—-

Az,

N

122
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Pelo Lema 4.9, segue que

d 1 1.1 &
GHO £ 20 (L4 0CL@RAL —m [ g ds
0

~ om / " GU(s) RelE(s), ma(s)) ds
= LAl —m / " gl ds
~ om / " G () Re(€(s),m(s)) ds, (481)

1
onde c3 = 2mag (1 + 7)Cs.
]

Através dos lemas 4.12, 4.13 e 4.14 conseguimos uma estimativa para a deri-

vada de L, em relagdo a ¢, como segue no préximo lema.
Lema 4.15. Seja 0 < € < 1. Entdo,

d a
)+ (A= ke waoye)lon + ol + = epr-+ 2 ) ol + Sl

dt
| —emtwr [w||* + €| 8 —byve—we ¢, + 56 [z

O+ [T + e+ % [ el
< watiab+ (4§ —om) [T a6 + €6

i (g—wm / " ()l (s)]P)ds.

onde ¢y, = max{cy, co, c3}.
Demonstracdo. Dos lemas 4.12, 4.13 e 4.14 segue que

%<J<t>+f<t>+H<t>) < LA = Zed? —m /Omga<s>unx<s>uzds+cQ£<t>%A%

b <, 1.1
= DM = [ sl ds + L)} al
0

S m / T g)E)|? ds — 2m / " Qs Re(€(s)ma(5)) ds

LA — DYl —m / 6,(5) [ (s) + £(5)|> ds

IN

2
b o0
— Pl =m [ gl ) Pds 482



124

Observe que:

ol =l el = ~[olf + 2Re(v.p) — Xl
< I+ 20w, )| - el
1
< =lolP +2( JIl? + lesl?) - ol
1 2 2 2
< 2ol + el
1
< Lol + el
1
< Lol 26yl + i+ 2
de onde
Qo ]_CLO Qo
Dol < 5Ll + 2%, o + vl + 2R
= e syl + 01+ 2l . 8

Além disso, de maneira andloga, obtemos

b b 5 b bo
~DlP <~ + DI < — Ll + EDe el @84
Substituindo (4.83) e (4.84) em (4.82) segue que
d
SO+ +H{E) < allt )2 A2 — —HvH2 + e cpaollps + YI* + €cpaollv |
b b
- m/ 91(8)Ina(s) +&(s)[* ds — OH I + ¢ OCpIWxW
—m / G ds,
de onde

d 1 1
W (T + 1) + H(t) < weal(t) A} — w2 o] + weepao o + 0

(@ + ) 4l — wm / 6(5) 10 (5) + €(5) |2 ds

~ WPl —wm [ gl ds (4.85)
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Somando (4.85) e (4.66) obtemos

d d
FLEO) + w2 (IO + 10 + H D) + A = kvl + I = epnlloll” + Epll ol
ko [
= cpallwl® + e(B8 = VO + € palll* + 7 / 1(8) |1 (s) + &(s)||* ds
0
bd [ 9 k [, 9 b [, 9
+ 7 | e@IEEPds =7 [ gi()lnas) +E(s)IPds = 7 [ gh(s)als)]*ds
0 0 0
< weyL(t)2Az _w@w + weleao| e + V|| + w(ec3ao + € —cp>||wx||2
— wm / d,(5)|na(s) + (s >||2ds—w lw]|? — wm / ()| (s) ]2 ds.
Logo,
d a
)+ (A= kVE = wancye) a4 VI + (= eor-+ % Yol + ol

i (—ep2+w%)||wu2+e<ﬁ—wz we(aoc+” ))HW

Ol + 5 [ an) e+ T [ mles)ds
< wal(nbal+ (%—wm) [ o lnete) + €617 as
b (Fmem) [Caeleor

Teorema 4.16. Sob as notacoes anteriores, escolhendo

] <mm Abg Bbo Bag
k2’ 16p10p 16app2cp 9b2 24p102 24p2agc2 12p1bocy’
bbo C?o 6?% }
12p20p 32p1m 32p2m 32p1m 32pam’ 64Cp?’ 64Cp3 )’

2 2001 2
onde C' = ﬁeC:min{Q,%,%},emque

a1 = X — ke — wagcye,

b

0
ay =B —by/e — weaoc?, — wegcp,

{/01 pz}
w = 8emax
Qo bo
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. [0k db
0 =min< —, — ».
8 8

Entdo, existe uma constante C' > 0 tal que

%Eo(t) L CeL(t) <0, 130,

Demonstracdo. Considerando a definicao de w, temos que

wa 8epra
—€p1 + =0 > —€epr + prdo > —e€p1 + 2ep1 = €py
4 ao
© b 8epab
w €
—€p2 + == > —€p2 + P22 > —€py + 2€py = €ps.
4 bo4

Agora, como € < mi —)\2 A Abg obtemos que
, € < min , , , u
8 4k?7\| 16p1c, || 16agp2c, d

A A
\/E<%:>k:\/2<§

e
2 P1 A
< = 8e— < =
€ 6prc, an Cpeay 5
Abg P2
P ———— = 8— <=,
¢ 16a0p20p ¢ bo pedo 2
de onde
A
wepape < 5
Portanto,
A
oy ::/\—k\/g—waocpe>>\—§—§:0.

[ B B Bbo Bag B
Usand fato d < —
sando o fato de que € < min { 07\ 21pr2 \| 2pmao \| prtocy’ \| 2pacy segue

que

\/E<%:>b\/2<§,



e
5} P1 B
2 < = 8c—eapc < =,
€ 2iprcE an €agc, 5
Bbo pa B
2 ——— = 8c—e€apct < —,
‘ 24a0p2 C]% ‘ bo GGOCP 3
de onde
2
we,age < 3
Temos ainda que
Bag p1 bo &
< ——— = 8c—e—0c, < =,
¢ 12p1b00p GOE 2 @ 3
bo B
2o P g2l o -,
¢ 12psc, Ebo ¢ 2 P 3
ou seja,
b
w;oecp < g
Dessa forma,
b
Q9 ::B—b\/g—weaoc;—wegocp >,6—§——
. /{:ao k?bo
Como € < min , , ¢ obtemos que
32p1m- 32pam
P1 k P2 k
8e—m < — 8e—m < —.
eaom 1 e ebom 1
Logo,
F > = K >0
1 wm 1 wm :
. ba,() bbo
Por fim, como ¢ < min , , segue que
32p1m- 32pam
P1 b P2 b
8e— - 8e—m < —
eaom<4 e ebom 1

de onde

b> :>b > 0
1 wm 1 wm .

127



128

Logo, do Lema 4.15 obtemos que

%ﬁo( )+ carllos HUIP +epillvll® + Epullell” + epallwll® + ecnllvall* + € p2 ¥

+ %5 0091(8)H77x(8)+€(8)|\2d5+%/Ooogz(s)ﬂﬁz(s)wds

0
< wc4£(t)%A%.

0k db
Aplicando a Desigualdade de Young para f = min { 33 } obtemos

aﬁo( )+ earllos HUIP +epi[lvll® + Eprllell® + epallwll® + enllval* + € p2 ¥

= 5 [0l + el [ aelk ks

0
ciw?
46

cAw?

= 0 E(t)+0(/ooogl(s)||%(s)+§(s)||2ds+/00092(3)||§$(s)||2d8).

<

L(t) + 0A

Assim, obtemos

d
ZLo(®) + earllpe + 017 +epillo]’ + Epillel® + epallwll” + earl|u]]® + Epall]

' (g _ %)k [ nolnete) + eGP+ (g - §>b | mleolras
< CWL(t),

_ 2
onde C' = Z—;. Observe ainda que

_0_0_ ok _9o
k™~ 4 8k 8

1

J

e como € < g sesue que

d P
—Lo(t) + 2e A||sox+w||2+2e lw]|? + 2e€? 1||so||2+2e lell® + 2€3 BH%HQ

dt
kE [> b [~
¥ 268%uwu2+2e5 | ai)nats) + €o)lPds + 265 [ gals)lats) P
0 0
< CWL(t),

de onde

T Lo(t) +CeL(t) < Cw’L(t),
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) B
d Vel ~, 2

em que C' = min {2, } Portanto,

Ca2  Ch?
64Cp2’ 64C p?

Como € < min { } temos que

eC6421 <0:0<0—6064p—;:0<60—0(8ﬂe)

ap Qg Qg
€
. ~ e P N
€C642<C=>0<C—eC642=0<e —C’(S—e> .

Logo, considerando C' := Ce — Cw?, > 0, obtemos que

%Eo(t) L CeL(t) <0, 130,

]

Teorema 4.17. Seja Uy € H e suponha que sejam vdlidas as hipéteses sobre g, e g, dadas em
(4.5)-(4.9). Entdo, existe ¢ > 0 e c > 0 tal que

E(t) < cE(0)e ", Vt>0, (4.86)

onde E é dada em (4.50).

2
Demonstragdo. Considerando (4.72) temos que gﬁo(t) < L(t). Logo, do Teorema 4.16, obte-

mos

d 2
— — < >
dtﬁo(t) + 30650(15) ~ O, t = O,

para € > 0 suficientemente pequeno. Assim,

2Ce
3

d
30 Lo(t) + e 0 Lo(t) < 0,9t > 0,

dt
ou ainda,

dr e
= [e§cet£0(t)] <0,V > 0.

Integrando ambos os lados da desigualdade obtemos

€30 Lo(t) — Lo(0) <0t >0,



ou seja,
Lo(t) < e 3% L4(0).

Pelos lemas 4.9 e 4.11, concluimos que

E(t) < CoL(t) < 2C5Lo(t) < 2Ce~ 397 L4(0),

novamente pelos lemas 4.9 e 4.11, obtemos

E(t) < zcge—icdg.cm) < 3%e—§c€tE(0).
1

Portanto,
E(t) < ce " E(0).

Cy
0ndec-3665—§06>0
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(4.87)

(4.88)

]

Corolario 4.18. O sistema de Timoshenko viscoeldstico (4.1)-(4.4) é exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. Primeiro, vamos mostrar que existem constantes [y, Dy > 0 tais que

DE(t) < ||U|3, < D2E(t), Vt > 0.
Ja vimos em (4.22) que existem constantes dy, dy > 0 tais que
di|UL5, < U5, < dolU -

Logo,

V15 < / {'%'2+|@I2+I%|2+|\Ifl2 / gl<s>|nx<s>l2d5}df”

(e 9]

92 |§x |2 ds dx

+
N

< dz(ll%\l2+||<1’||2+||%||2+||‘If||2+/ g1(8)lIn=(s)* ds
0

n /O 92(3)||§$(s)||2ds+/Owgl(S)llf(S)IIQdS)

2d, E(t).

(4.89)
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Por outro lado, como ¢; = ¢ e ¢, = ¥, usando a Desigualdade de Poincaré e (4.9), obtemos

B@) = (el 101+ ol + 1P+ [ o)l as
v [T aoleeras s [ aoors)

1 o
5 (Ils%ll2 PN + [l + 12* + / g1(8)lIn2(s)[1* ds
0

IN

[T wOlewl s e [ nGlalRs).

IN

ds
AUl < PV

1 1
em que ds = max{é, fycp2—|— }

d
Considerando D; = d_l > 0e Dy = 2dy > 0, obtemos (4.89). Dessa forma,
3
de (4.88) e (4.89) segue que

D
U5 < D2E(t) < Dyce™E(0) < —D2C€_“||Uo||3{-
1

Pelo Teorema 4.6 ja vimos que o problema (4.1)-(4.4) possui tnica solugdo U(t) = T'(t)U,.
Logo,

1T Ul = [|U(#)]|3 < Dse™ % Ul

leD
onde D3 = CD—2 Dessa forma, obtemos que
1

Tl = sup LTl

< Dye 2, (4.90)
UoeH;Up#0 HUOHH

de onde segue a estabilidade exponencial do sistema. [
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